Métropole La Réunion septembre 2008

EXERCICE 1 4 points Commun a tous les candidats

Dans une kermesse un organisateur de jeux disgodealies de 20 cases chacune.

La roue A comporte 18 cases noires et 2 casessouge

La roue B comporte 16 cases noires et 4 casessouge

Lors du lancer d’'une roue toutes les cases onElaemprobabilité d'étre obtenues.

La regle du jeu est la suivante :

* Le joueur mise 1 € et lance la roue A.

+ S’il obtient une case rouge, alors il lance lagr®, note la couleur de la case obtenue et l&epsarréte.
« S’il obtient une case noire, alors il relancedae A, note la couleur de la case obtenue etrizepsarréte.
1. Traduire I'énoncé a I'aide d’'un arbre pondéré.

2. Soient E et F les événements :

E : «alissue de la partie, les 2 cases obtegomsrouges »

F : « alissue de la partie, une seule des desescast rouge ».

Montrer quep(E)= 0,02 ep(F) = 0,17.

3. Si les 2 cases obtenues sont rouges le joaeait10 € ; si une seule des cases est rougedejoecoit 2 € ; sinon il ne regoit
rien.

X désigne la variable aléatoire égale au gain aigeé en euros du joueur (rappel le joueur misg¢ 1 €
Déterminer la loi de probabilité de X.

Calculer I'espérance mathématique de X et emeionne interprétation.

Le joueur décide de jouBiparties consécutives et indépendantedéSigne un entier naturel supérieur ou égal a 2)
Démontrer que la probabilitg, qu’il lance au moins une fois la roue B est tgllep, = 1 — (0,9).
Justifier que la suite de terme géngrakst convergente et préciser sa limite.

Quelle est la plus petite valeur de I'entiggour laquellep,,> 0,9 ?

cTp AT

EXERCICE 2 3 points Commun a tous les candidats
On se propose de déterminer toutes les foncfialéfinies et dérivables sur l'intervalle ] 0 pet| vérifiant I'équation différentielle
(E) : x f'(x) = (2x + 1)f (x) = 8x>2

1.a. Démontrer que diest solution deH) alors la fonctiorg définie sur l'intervalle 1 0 ; 4o [ parg (x) = T est solution de
X

I'équation différentielle ) :y’'= 2y + 8.

b. Démontrer que dh est solution del’) alors la fonctiorf définie parf (x) = x h(x) est solution dek).

2. RésoudreR’) et en déduire toutes les solutions Hg (

3. Existe-t-il une fonctiorf solution de I'équation différentiell€Ef dont la représentation graphique dans un repameélpasse

par le point A(In 2 ; 0) ? Si oui la préciser.

EXERCICE 3 4 points  Commun a tous les candidats

Cet exercice est un questionnaire a choix multiplgQCM).

Pour chaque question, une seule des propositiohsexascte. Le candidat portera sur la copie, sanstification, la lettre
correspondant a la réponse choisie. Il sera attélun point si la réponse est exacte, zéro sinon.

Dans le plan orienté, ABCD est un carré diresB( AD ) = g On note | son centre et J le milieu de [A 1].

1. C est le barycentre des points pondérésti(B, 1) et (D, 1) lorsque :
a. m=-2 b. m= 2 C. m=-1 d. m=3

. . IS
2.a. Bestlimage de C par la rotation de centre I'ehdle 3

b. Le rapport de 'homothétie de centre C qui transiol en J esé.

C. Le triangle DAB est invariant par la symétrie datce I.

o

J est l'image de | par la translation de vect{]éiuﬁ +%ﬁ

L’ensemble des pointdl du plan tels qu# MA + MC ” = AB est:

la médiatrice de [AC].

le cercle circonscrit au carré ABCD.
la médiatrice de [Al].

le cercle inscrit dans le carré ABCD.

L’ensemble des pointdl du plan tels que :AMA + MB +MD ) . (MA+ MC ) = 0 est :
la médiatrice de [AC].
le cercle circonscrit au carré ABCD.

la médiatrice de [Al].
le cercle inscrit dans le carré ABCD.

Qoo Ao2OoTE W
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EXERCICE 4 4 points Commun a tous les candidats

n
On consideére la suite numérique §définie, pour tout entier natuneinon nul, par : FJ:I e ' 1+t dt
1

1. Démontrer que la suite (J est croissante.
2. Dans cette question, le candidat est invité & pate sa copie les étapes de sa démarche mémle si@boutit pas.

On définit la suite (} ), pour tout entier naturelnon nul, par : } = I (t+he™" dt.
1

a. Justifier que, pour tout> 1, ona/t +1<t +1.

b. En déduire que K I, .

C. Calculer I, en fonction den. En déduire que la suite {yJ)est majorée par un nombre réel (indépendan).de
d. Que peut-on en conclure pour la suitg X2

EXERCICE 5 5 points Pour les candidats ayant suiiienseignement de spécialité

Le plan complexe est rapporté au repére orthonadiredt (O u , v).

On réalisera une figure en prenant 4 cm comme gnaghique sur chaque axe.
On considére le point A d’affixe, = 1.
Partie A

k est un réel strictement positif est la similitude directe de centre O de rapbcmtd’angle§ .

On note A= A et pour tout entier natural A, = (A,).
1. a. Etant donné un poiidl d’affixe z, déterminer en fonction dd’affixe z du pointM’ image deM parf .

b. Construire les points 4 A1, A, et Az dans le cas particulier dcest égal a%

. NT
2. a. Démontrer par récurrence que pour tout emjd¢affixe z,, du pointA , est égale &" e s .

b. En déduire les valeurs daepour lesquelles le poi , appartient & la demi droite ((ﬁ) et, dans ce cas, déterminer en fonction de
k et den I'abscisse dé\,.

Partie B

Dans cette partie toute trace de recherche, mémanipléte, sera prise en compte dans I'évaluation.

Désormaisk désigne un entier naturel non nul.

1. Donner la décomposition en facteurs premiers d&200

2. Déterminer, en expliquant la méthode choisie, las gletite valeur de I'entier naturelpour laquellek® est un multiple de
2008.

3. Pour quelles valeurs des entieretk le pointA,, appartient-il a la demi droite (Cﬁ) avec pour abscisse un nombre entier

multiple de 2008 ?

EXERCICE 5 5 points Candidats n'ayant pas suivi lenseignement de spécialité
Le plan complexe est rapporté au repére orthonodiredt (O U, v).

On réalisera une figure en prenant 2 cm comme gnéghique sur chaque axe.
On considére les points A, B et | d'affixes respastz,=1,zg=5etz;=3 +1.
On note (C) le cercle de centre O et de rayoi)lla(médiatrice de [AB] et (T) la tangente au cere ) en A.

A tout point M d’affixez, différent de A, on associe le point Maffixe Z telle que Z = %

Le point M est appelé 'image de M.

Partie A

1. Déterminer sous forme algébrique I'affixe du pdiritnage de I. Vérifier que hppartient a (C).
2.a. Justifier que pour tout point M distinct de A etd@ya : OM= %

b.  Justifier que pour tout point M distinct de A etd a : OA, OM') = (MA, MB)).

Partie B

Dans cette partie, toute trace de recherche, méooepléte, sera prise en compte dans I'évaluation.

Dans la suite de I'exercice, M désigne un poincpregque de). On cherche a construire géométriquement sonenvig
1. Démontrer que Mappartient a (C).

2. On note () la droite symétrique de la droite (AM) par rapiia tangente (T)dJ recoupe (C ) en N.

a. Justifier que les triangles AMB et AON sont isosele
Aprés avoir justifié queAO , AN ) = (AM , AB ) démontrer que@A , ON) = (MA , MB ).
b. En déduire une construction dé.M
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CORRECTION

EXERCICE 1 4 points Commun a tous les candidats
1.
R
4
20
R 16
2 20
20 N>
8 R,
2 2
20
N
! 18
20
N,
2 4 2
2. E)=p(R1nRy)=— x —=—=0,02
P(E) =p(R1 2) 20 20 _ 100
2 16 18 2 17
F)=p(Rin N3)+p(N;n Ry)=— x — + — x — =— =0,17
P(F) =p(R1 2) +P(N 2) 20 20 " 20 20 100
3. p(X =9) =p(E) = 0,02
p((X =1) =p(F) =0,17
p(X=-1)=1-p(E) +p(F)) = 0,81
X -1 1 9 Total
p(X = x) 0,81 0,17 0,02 1
xp(X=x)| —0,81 0,17 0,18 — 0,44

E(X) = - 0,46 donc sur un grand nombre de pareigueur perd 0,46 €.

4. a.

L'événement « « le joueur lance la roue A » a mmbablhte% = 0,1 donc I'événement « le joueur lamcois la roue A » a pour

probabilité : 0,9 doncp, =1 - (0,9).

b. —-1<0,9<1donclim 0,9"=0 donc la suite de terme génésalest convergente e

C. Pr,>09< 1-(0,9/=209- 1-0,9(0,9)" = In0,1=2nIn0,90rIn 0,9 <0 dong,>0,9 = n=>

In0,1
In0,9

n-+ow

= 21,85 eh est un entier naturel domc 22.

n

L’événement « le joueur lance au moins unelfor®ue B » est I'événement contraire de « le jolgncen fois la roue A ».

lin+1 pr=1

In0,1
In0,9
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EXERCICE 2 3 points Commun a tous les candidats

1l.a. lafonctiong définie sur I'intervalle ] 0 ; +o [ parg (x) = T est dérivable sur] 0 ;e [etg'(x) =
X

x () - (%
X2

sif est solution deH) alors pour toukde ] 0 ; +o [, x f '(X) — (2x+ 1)f (x) = 8x?donex f '(x) = f (X) = 8x?+ 2xf (X)

8x%+2x f(x f(X)
x? X

donc sif est solution deE) alorsg est solution de I'équation différentiellE’) :y' =2y + 8.

doncg'(x) = doncg'(x) =8 +2 soitg’(x) = 8 + 2g(X)

b. la fonctionf définie parf (x) =x h(x) est dérivable sur]0 ;e [ etf’(x) =h(x) + x h'(x)

si h est solution deH’) alors pour touk de ] 0 ; +oo [, h'(X) = 2h(x) + 8 dond '(x) = h(x) + x (2 h(x) + 8)
soitf’(x) = (2x + 1)h(X) + 8x doncx f'(X) = (2x + 1)x h(x) + 8x?

or pour toutx de ] 0 ; +oo [, x h(X) = (X) donex f’(x) = 8x2+ 2xf (X) soitx f '(X) — (2x + 1)f (x) = 8x%
si h est solution del’) alors la fonctiorf définie parf (x) =x h(x) est solution deH).

2. Les solutions def() sont les fonctionk de la formeh(x) = C e**— 4 avec C constante réelle.

D’apres les questions précédenfesst solution deE) si et seulement si la fonctigndéfinie parg(x) = % est solution del)

9 _

= g(x) = —= — 4 avec C constante réelef (x) = Cx e?* — 4x avec C constante réelle.
X

3.  Ondoitavoif(in2)=0soitCIn28&"?—4In2=00r2In2=INn®)=In4doncé"?=¢e"*=4
donc4 CIn2—-41n2=0donc C = 1; la fonctiodéfinie parf (x) = x e?* — 4x est solution de I'équation différentiellE)( et sa
représentation graphique dans un repére donné passepoint A(In 2 ; 0).

EXERCICE 3 4 points  Commun a tous les candidats
1. Réponsec.
Le barycentre G des points pondérésrth, (B, 1) et (D, 1) vérifie pour tout point M du

plan : g+ 1 + 1)MG = mMA + MB + MD B A
en particulier si M = A alorsnf + 2)AG = AB + AD =AC donc G = C si et seulement si 3
m+ 2 =1 soitm=— 1.
- |

2.a. FAUXB estlimage de C par la rotation de centre I'ehgle— 3
b. FAUX ClJ= g@ donc le rapport de 'homothétie de centre C gams$forme |
enJ est§.

2 C D

C. FAUX s(D) =B, s(B) = D ets(A) = C. Le triangle DAB par la symétrie de centre
| est transformé en le triangle CBD

d  VRAI 1BA+1DB = -1b5¢+1Di = 1CB+1Di=1Ci=1 donc J est limage de | par la translation de awect
2 4 2 2 2 2 2

1ﬁ+}@

2 4

3. MA + MC =2 M| donc“ MA +MC H =AB = 2MI=AC=2IA~ MI=IA « M décrit le cercle de centre | passant par A

L’ensemble des points M du plan tels (#Jm+ MC ” = AB est le cercle circonscrit au carré ABCD.
4.  L'ensemble des points Mu plan tels que :AMA + MB +MD ). (MA+MC ) =0 est :

2MA + MB +MD =2 MA +2MI =4 MJ et MA + MC =2 MI donc 2 MA +MB +MD ). (MA+MC ) =0 4MJ.2MI =0
= MJ.MI =0 < le triangle MI1J est rectangle en M M décrit le cercle de diamétre [IJ] donc le cewileonscrit au carré ABCD.

Métropole La Réunion septembre 2008 4



EXERCICE 4 4 points Commun a tous les candidats

n+1 n n+1
1. Jn+1—Jn:J. e 'y 1+t dt —J. e 'y 1+t dt :J. e 'y 1+t dt
1 1 n

n+1l
La fonctiont — e~",/ 1+t est continue positive sur [1 ;od-[J. ey 1+t dt 20,donc J+1—J,=0
n

La suite (J,) est croissante.

2.a. t=1ldonct+1=1doncyt+1 =1doncen multipliant les termes de cette inégalétr./t+1.

Pourtout>1,0onat+1<t+1.

b. Pourtout>1,0onat+1<t+1donce ™ 1+t <(t+1)e™"

n

t

n
les fonctiong -~ e™',/ 1+t ett ~ (t+ 1) e " sont continues sur [1 ;oo[doncJ. e 'y 1+t dt SJ. (t+e" dtsoitJ, <1,
1

1
. 't)=e™" alors =- ¢! n "
¢. soits4® utr donc lh=[~-(t+1)e™" | -| -e€' o
v(t)=t+1 alors v'f)=1 . 1
In:—(n+1)e‘”+2e‘1—[e"}::—(n+1)e‘”+2e‘l—e‘”+e‘1:3e‘1—(n+2)e‘“
Pourtoun=>1, 0+ 2)e">0donc h<3e torJ,<!I,donc J,<3 e La suite (J) est majorée par 3¢

d. La suite (J) est croissante majorée par 3'donc converge et sa limite est positive et infégeou égale a 37€.
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EXERCICE 5 5 points Pour les candidats ayant suilienseignement de spécialité

la 7-0=ke3(z-0)-Z=ke 3z

b. f est la similitude directe de centre O de rappjzéret d’angleg. doncf est la composée de I'’homothétie de centre O de
rapportz, et de la rotation de centre O d’an%’e il suffit donc de construire le point A’ image depar ’homothétie de centre O de

rapport%, puis le point A image de A’ par la rotation de centre O d’anéie

A A

.om
2.a. Vérification, sin=0,zo=1=k%e° =k® e ¢ . La propriété est vraie poar=0.
nm S(n+)m

e YOV H . y BN . =
Montrons que la propriété est héréditaire, c’edird-que pour tout, siz,=k" e 2 alorsz,,,;=k""*e 3

s nm i(n+1)n

Zh.1i=ke ®z,orz,=k"e 3 doncz,,,=k"*le @
La propriété est héréditaire donc est vraie poutrriae IN.

¢!

A

AL A
Aa

4

b. Pour toun de N, A,# O doncz,# 0
A,0(0:0) = argl,)=0+pm(k0Z) = ”_3” —pm

nDNdoncAﬂD(O;ﬁ) =n=3p(pPON)

Partie B

1. 2008 = 8x 251

251 est compris entre £%t 16 et n’est divisible par aucun nombre premier irgériou égal & 15 (2; 3;5: 7 ; 11 ; 13) donc est
premier. 2008 = 2x 251

2. Soit une décomposition en produit de facteurs peesnilek, k © est un multiple de 2008 donc 2 et 251 figurentsdeette
décomposition donk = 2x 251x n

k®=2°%251°xn®

k® est le plus petit multiple de 2008 si et seulensént= 1 : alorsk = 2x 251 = 502

3. A,00;u)=n=3p@(PON)

L'abscisse de A est un entier multiple de 2008 k" est un multiple de 2008 or= 3p (p O N) « k°®P est un multiple de 2008.

k°= 1 donc ceci est impossible paur= 0, sip = 1, k ® est un multiple de 2008 k est un multiple de 502 d’aprés la question
précédente. $>2,k®" = k®®~Vx k® ork® est un multiple de 2008 doké® est un multiple de 2008

Le point A, appartient a la demi droite (Cﬁ) avec pour abscisse un nombre entier multiple @8 i et seulement kiest un
multiple de 502 eh = 3p (p O N*).
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EXERCICE 5 5 points Candidats n'ayant pas suivi lenseignement de spécialité
Le plan complexe est rapporté au repére orthonadiredt (O u, v).

On réalisera une figure en prenant 2 cm comme gnighique sur chaque axe.
On considére les points A, B et | d’affixes respestz,=1,zg=5¢etz;=3 +1.
On note (C) le cercle de centre O et de rayoi)lla(médiatrice de [AB] et (T) la tangente au cere ) en A.

A tout point M d’affixez, différent de A, on associe le point Maffixe Z telle que Z = Z;i
Z_
Le point M est appelé 'image de M.
Partie A
. _ _ . _ _ . 2

1. ZI,:3+I_ 5: 2+.|: (2 I) :—§+fi

3+i-1 2+ 5 5 5

3 2 4 2
|z |%= (—g j +£§j =1 donc OI' = 1 donc lappartient a (C ).

- -5 zZ, "2 . -

2.0 7=222 donc =] % =| "2 donc pour tout point M distinct de A, on a : omMB

zZ- z-1 Zy ~ 2, MA

. z-5 z-5) . . . ZM - ZB N N
b. siz# 1 etz# 5 alorsz = Z-1 donc argf) = arg ) a 2mpres soit arg() = arg | —— | & 2T pres
- z- z

M A
OA =u donc pour tout point M distinct de A et B, on@A , OM') = (MA, MB ).
Partie B

1. M est un point quelconque d&)(donc MA = MB or OM = % donc OM’ = 1 donc Mappartient a (C).
2.a. M appartient a la médiatrice de [AB] donc MA = MB.et N sont deux points du cercle (C) donc OA = @ivic les triangles

AMB et AON sont isoceéles respectivement en O et M.

N

Soit M, et B, les symétriques des points M et B par rapporttarigente (T), alorsAM , AB ) = — (AM 1, AB ;)

N O [AM ;] et B; 0 [AO] donc (AM , AB ) = — (AN, AO ).

Les triangles OAN et ABM sont isocéles respectivement enN) de méme sens don8K , BA ) = (WD ,NA).

Par symétrie autour de (T)O@, ON) = (MA, MB).

b. N vérifie les conditions NJ(C) et (OA,ON) = (MA, MB ) donc M’ = N pour construire Mon peut donc : construire le

symeétrique M de M par rapport a (T), la droite (AM recoupe (C) en M".
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