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Retour sur les courbes Bézier

Dans une chronique de mai 2017, j’avais parlé des courbes de Bézier ; je vais revenir sur le sujet en
approfondissant un peu 'aspect mathématique des choses.

En effet le nom de ce blog n’est-il pas ITEX et Mathématiques ?

Il y aura naturellement des graphiques pour le tracé desquels je vais avoir besoin du package
Euclide; j’avais consacré quatre chroniques a cette extension en mai 2016, et j’avais corrigé et
regroupé ces chroniques en une seule en novembre 2016 : le fichier complet s’appelle Euclide init.
Je vais également utiliser des méthodes pour définir des points décrites dans Encore des graphiques.

1 Barycentre

Les courbes de Bézier reposent sur la notion de barycentre de deux points.

Le pomt I est barycentre du systéme {A (b)} avec a + b # 0, signifie que pour tout point X,
—

aXA +bXB = (a +b) XI.

) — — R
Donc, en prenant X en A, on déduit que b AB = (a + b) Al clest-a-dire Al =

—
AB.
a-+b

b
Le point I est donc 'image du point B par 'homothétie de centre A et de rapport e
a
Pour revenir aux courbes de Bézier, pour tout réel ¢t de 'intervalle [0; 1], le point I est barycentre
du systéme {A (1-1);B (t)} signifie que I est I'image du point B par ’homothétie de centre A et
de rapport t.
Et quand ¢ décrit U'intervalle [0; 1], le point I décrit le segment [AB].

2 Courbe de Bézier a trois points de controéle

2.1 La théorie

On part de trois points A, B et C qu’il vaut mieux ne pas prendre alignés!
On va décrire la courbe de Bézier ¥ dont les trois points de contréle sont A, B et C.
Pour tout réel ¢ de U'intervalle [0;1] :
e on trace I le barycentre du systéme {A (1 —t); (t)} ;
e on trace J le barycentre du systéeme {B (1 —1t);C(t)};
e on trace M le barycentre du systéme {I(1 — t) J(t)}.

La courbe € est ’ensemble des points M quand ¢ décrit 'intervalle [0;1].

2.2 Les calculs
2.2.1 Forme vectorielle

e Le pomt I est le barycentre du systéme {A (1-1t);B } donc pour tout pomt X, on a
— -
(1—1%) XA +t XB = XI En prenant X en O, on a (1 —¢) OA +¢ OB = OI
—

—
e Le point J est le barycentre du systéme {B (1—1¢);C(¢) } donc (1 —t) OB +t0C = 0OJ.

e e
e Le point M est le barycentre du systéme {I 1—t);J(¢ } donc (1 —¢) OI +¢t OJ = OM.

De ces trois égalités vectorielles on déduit :
— P > ——
OM =(1-1) ((14) OA +1t OB) +t<(1ft) OB +1t oc).
—

—3 —
Ce qui donne aprés développement : OM = (1 — )2 OA +2t(1 —t) OB +¢2

2l
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La courbe de Bézier de points de controles A, B et C, est I’ensemble des points M vérifiant
I’égalité vectorielle

— — — —
OM = (1—t)2 OA +2t(1 —t) OB + ¢ OC

dans laquelle ¢ décrit I'intervalle [0;1].

2.2.2 Forme paramétrique

En décomposant selon les vecteurs de base, on a :

rerv AN o CNTE Le2ne r = (1—1t)%xa +2t(1 — t)op + t2ac
OM = (1—1)2 OA +2t(1—t) OB +#2 OC «— { Y = (1 1)yn + 261 — Dy + 2y

La courbe de Bézier de points de contrdles A (x4 ;ya), B(zp;ys) et C(zc;yc), est ensemble
des points M (z(t) ; y(t)) vérifiant le systéme

{ v(t) = (1—1)2za +2t(1 — t)ap + t22c
y(t) = (1—1t)%ya +2t(1 — t)ys + t?yc

dans lequel ¢t décrit 'intervalle [0;1].

2.2.3 Tangentes

Cas général

On sait que, dans le cas général, la tangente a la courbe paramétrée représentant le point M (x(¢) ; y(t))
oy —y(te) Y (to) -

en t = ty a pour équation P = 7 (to) autrement dit (y — y(to)) 2’ (to) = ((z — z(t0)) ¥’ (o).

z(t) = (1 —t)%xa + 2t(1 — t)ap + t2xc donc 2/ (t) = (=2 + 2t)za + (2 — 4t)2p + 2t Cest-a-dire

2/ (t) = (2xa — dap + 22¢) t — 224 + 22B.

De méme y'(t) = (2ya — 4y + 2yc)t — 2ya + 2yB.

Ce qui donne pour équation de la tangente au point de la courbe correspondant & t = ¢,

(y — y(to)) ((2za — 4o + 22¢) to — 27 + 228) = (z — 2(t0)) ((2ya — 4yB + 2yc) to — 2ya + 2yB).

Tangente en A

Le point A correspond a la valeur 0 du parameétre ¢; autrement dit t; = 0.

z(to) = x(0) = wa et y(to) =y(0) = ya

L’équation de la tangente a la courbe en A est alors

(y —ya) (—2za + 228) = (x — za) (—2ya + 2yB).

Une petite vérification élémentaire permet de voir que cette tangente en A passe par le point B
car : (yB — yA) (—230A + QIB) = (xB — xA) (—2yA + 2y]3).

Tangente en C

Le point C correspond a la valeur 1 du parameétre ¢ ; autrement dit ¢g = 1.

x(to) = z(1) = z¢ et y(to) = y(1) = yc

L’équation de la tangente a la courbe en C est alors

(y — yc) ((QIA — 4z + 2I0) X 1—2xpA + 2x]3) = (I — xc) ((QyA —4yp + 2yc) X 1—2ya + 2y]3)
ce qui équivaut a

(y — yc) (QIEA —4xp + 2xc — 2xA + QIEB) = (l‘ — :Ec) (2yA — 4y + 2yc — 2ya + 2yB)

ou encore (y — yc) (—2zp + 2z¢) = (z — zc) (—2yB + 2yc).

Une petite vérification élémentaire permet de voir que cette tangente en C passe par le point B
car : (yB - yc) (—QIB + 2I0) = (IB — xc) (—QyB + 2yc).

La courbe de Bézier de points de contrdles A, B et C, a pour tangente en A la droite (AB) et
pour tangente en C la droite (CB)..
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2.3 Exemple

On prend A de coordonnées (2; 1), B de coordonnées (1; 2) et C de coordonnées (4; 3) et on
appelle € la courbe de Bézier ayant A, B et C comme points de controle.
D’aprés ce qui a été vu précédemment, la représentation paramétrique de cette courbe est

z(t) = (1 =2t +t2) x 2+ (2t —2t2) x 1 +t2 x 4 z(t) = 2 — 4t + 212 + 2t — 2t + 442
{ y(t) = (1 —2t+t2) x 1+ (2t —2t) x 2+t x 3 { y(t) = 1—2t+ 1> + 4t — 4t% + 3t2

x(t) = 442 -2t +2
¢i'{y(t):2t+1

2.4 Graphiques

Pour tracer de fagon efficace cette courbe de Bézier, on va définir les points avec l'instruction
\Cnode ; on pourra ainsi tracer la courbe en utilisant les lettres A, B et C, au lieu des coordonnées.
Par la suite, il suffira de modifier les coordonnées des points sur la seule ligne o elles sont définies
pour tracer une nouvelle courbe.

\Cnode*(2,1){A} \Cnodex(1,2){B} \Cnodex(4,3){C}

Pour voir un peu ce qui se passe, on a tracé les barycentres I, J et M, pour une valeur de ¢ définie
dans le texte du graphique. On peut modifier la valeur de ¢ pour obtenir d’autres positions des
points I, J et M.

C’est la fonction \pstHom0 du package Euclide qui a été utilisée pour tracer les barycentres.

\def\t{0.25}} valeur du paramétre t
\pstHom0O [HomCoef=\t,PosAngle={180}]1{A}{B}[I]
\pstHom0 [HomCoef=\t,PosAngle={90}]{B}{C} [J]
\pstHom0 [HomCoef=\t,PosAngle={0}]1{I}{J} [M]

4
C
3
J -z
B _--7
: -]
N
N
N
\\\M
I
1
A
0
0 1 2 3 4 5

Au moyen d’un multido, on peut tracer plusieurs triplets de points (I; J; M).
Pour que la figure reste compréhensible, j’ai retiré I’affichage des noms des points et agrandi un
peu le dessin.
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3 Courbe de Bézier a quatre points de controle

3.1 La théorie

On part de quatre points A, B, C et D, tels que trois d’entre eux ne sont pas alignés.
On va décrire la courbe de Bézier ¥ dont les quatre points de controle sont A, B, C et D.
Pour tout réel ¢ de U'intervalle [0;1] :

on trace I le barycentre du systéme {A (1—-1);B() } ;

e on trace J le barycentre du systéme {B (1-1);C () } ;
e on trace K le barycentre du systéme {C (1 — t) ;D (t)};
e on trace P le barycentre du systéme {I (1—1%) (t)} ;
e on trace R le barycentre du systéme {J (1 — t) K@)} ;
e on trace M le barycentre du systéme {P (1 —t);R(t)}.
La courbe % est 'ensemble des points M quand ¢ décrit 'intervalle [0;1].

3.2 Les calculs

3.2.1 Forme vectorielle

e Le point J est le barycentre du systéme {B (1 —t);C ()}, donc (1 —t) OB +t OC = OJ.
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e Le point K est le barycentre du systéme {C (1 —¢);D (¢)}, donc (1 —¢) OC +¢ OD = OK.
- == =
e Le point P est le barycentre du systéme {I (1—1%) } donc (1 —¢) OI +¢ OJ = OP.
e T
e Le point R est le barycentre du systéme {J 1-— } donc (1 —¢t) OJ +t OK = OR.
. T J—
e Le point M est le barycentre du systéme {P (1 — (t)}, donc (1—t) OP +¢ OR = OM.

De ces égalités vectorielles on déduit :

— — = — =
OM = (1-1) (1= Of ++ OF ) +¢((1~1) OF +¢K)
— — s

=(1-t)20I +2t(1 —t) O +¢> OK

:(17t)2<(17t)62+t6§)+2t17t) (1- 6§+t68)+t2<(17t)68+t6—]§)
— (1= 1)° OA + (1 — )2 OB +2t(1 — £)2 OB +22(1 — ) OC + £2(1 — {) OC + 3 OD
— (1—)* OA +3t(1 )2 OB +3t2(1 — 1) OC + 3 OD

La courbe de Bézier de points de controles A, B, C et D, est 'ensemble des points M vérifiant
I’égalité vectorielle

— — — —
(1—1)> OA +3t(1 —)? OB +3t*(1 —t) OC + > OD

dans laquelle ¢ décrit I'intervalle [0;1].

3.2.2 Forme paramétrique

En décomposant selon les vecteurs de base, on a :

— — —

OM = (1-1t)2 OA —|—2t(1—t) OB + 2 0C

v = (1—1t)32a +3t(1 — t)%2p + 3t2(1 — t)xc + t32p

—
y = (1—1)3ya +3t(1 —t)%ys + 3t2(1 — t)yc + t>yp

La courbe de Bézier de points de controles A (za ;ya), B (zB;ys), C(xzc;yc) et D (xp;yp), est
I’ensemble des points M (z(t) ; y(t)) vérifiant le systéme

2(t) = (1 —t)3za +3t(1 — t)2ap + 3t3(1 — t)ac + t3ap
y(t) = (1—1)%ya +3t(1 = t)%ys + 3t*(1 — t)yc + t*yp

dans lequel ¢t décrit 'intervalle [0;1].

3.2.3 Tangentes

Cas général
On a vu que, dans le cas général, la tangente a la courbe paramétrée représentant le point
M (z(t) ;y(t)) en t = to a pour équation (y — y(to)) 2’ (to) = ((x — =(t0)) ¥/ (to)-
z(t) = (1 —t)3za + 3t(1 — t)%xp + 3t2(1 — t)zc + t3zp c'est-a-dire
z(t) = (1 — 3t + 3t> — t3)xa + (3t — 6t2 + 3t%)ap + (3t? — 3t3)zc + t3zp donc
2'(t) = (=3 + 6t — 3t2)wa + (3 — 12t + 0t?)wp + (6t — 9t?)zc + 3t2zp ou encore
2'(t) = (=3wa + 928 — 9xc + 3ap) t2 + (62A — 1228 + 62¢)t + (—3wA + 32B).
De méme y/(t) = (—=3ya + 9y — Yyc + 3yp) t2 + (6ya — 12yp + 6yc) t + (—3ya + 3yB).
Ce qui donne pour équation de la tangente au point de la courbe correspondant & t = ¢,
(y —y(to)) ((—3za + 92B — 9zc + 3zp) 1§ + (6za — 1228 + 62¢) to + (—32A + 328B))
= (z — x(to)) ((—3ya + 9y — yc + 3yp) 1§ + (6ya — 12yp + 6yc) to + (—3ya + 3ys)).

Tangente en A

Le point A correspond a la valeur 0 du parameétre ¢; autrement dit t; = 0.
z(to) = x(0) = wa et y(to) =y(0) = ya
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L’équation de la tangente a la courbe en A est alors

(y = ya) (—3xa + 3zB) = (x — ) (—3ya + 3yB).

Une petite vérification élémentaire permet de voir que cette tangente en A passe par le point B
car : (yp —ya) (—3za + 3z) = (x5 — za) (—3ya + 3yB)-

Tangente en D
Le point D correspond a la valeur 1 du paramétre ¢ ; autrement dit tg = 1.
x(tg) = z(1) = xp et y(to) = y(1) = yp
L’équation de la tangente a la courbe en D est alors
(y —yp) ((—=3xa + 92 — Yzc + 32p) + (62A — 1228 + 62¢) + (—3wA + 32B))
= (z —2p) ((=3ya +9ys — Yyc + 3yp) + (6ya — 12y + 6yc) + (—3ya + 3ys))
ce qui équivaut a
(y —yp) (—32c + 3zp) = (r — zp) (—3yc + 3yp).
Une petite vérification élémentaire permet de voir que cette tangente en D passe par le point C
car : (yc —yp) (—3z¢c + 3zp) = (xc — zp) (—3yc + 3yp)-

La courbe de Bézier de points de controles A, B, C et D a pour tangente en A la droite (AB) et
pour tangente en D la droite (DC)..

3.3 Exemple

On prend A de coordonnées (3; 1), B de coordonnées (1; 1), C de coordonnées (2; 4) et D de
coordonnées (5; 2), et on appelle ¥ la courbe de Bézier ayant A, B, C et D comme points de
controle.
D’aprés ce qui a été vu précédemment, la représentation paramétrique de cette courbe est

2(t) = (1=t x34+3t(1—t)2 x1+3t32(1—t) x2+t3 x5

y(t) = 1=t x1+3t(1—1t)2 x 1+3t2(1 —t) x 4+ 3 x 2

(t) = (1=3t+3t2 —t3) x 3+ (3t —6t2+3t3) x 1 + (32 = 3t3) x 2+ 3 x 5

(t) = (1 =3t +3t2—3) x 14+ (3t — 61> + 3t3) x 1+ (32 = 3t%) x 4 + 3 x 2
x(t) = 3 —9t+9t2 — 3t3 + 3t — 6t + 3t> + 6t — 6t3 + 5t°
(t) = 1—3t+ 3t — 3+ 3t — 6t + 3t3 + 12¢2 — 12¢3 + 243
(t) = —t34+9t2 —6t+3
(t) = =82 +9t2 +1

[

3.4 Graphiques
Comme précédemment, on définit les points avec I'instruction \Cnode :
\Cnode*(3,1){A} \Cnodex*x(1,1){B} \Cnode*(2,4){C} \Cnodex*(5,2){D}

On a également tracé les barycentres I, J et K, puis P et R, puis M, pour une valeur de ¢ définie
dans le texte du graphique. On peut modifier la valeur de ¢ pour obtenir d’autres positions des
points.

Ces points sont, 1a aussi, tracés au moyen de l'instruction \pstHom0O :

\def\t{0.3%}

\pstHom0 [HomCoef=\t,PosAngle=-90]{A}{B} [I]
\pstHom0 [HomCoef=\t,PosAngle=180]{B}{C} [J]
\pstHom0O [HomCoef=\t,PosAngle=45] {C}{D} [K]
\pstHom0O [HomCoef=\t,PosAngle=-135]{I}{J}[P]
\pstHom0O [HomCoef=\t,PosAngle=90] {J}{K}[R]
\pstHom0 [HomCoef=\t,PosAngle=45] {P}{R} [M]

FH _6—


http://latexetmath.canalblog.com
mailto:francois.hache@free.fr

http://latexetmath.canalblog.com 1¢* novembre 2018

4 Exercice

Pour vous amuser, vous pouvez réaliser ce dessin en forme de « pique ».

Les deux courbes en rouge sont des courbes de Bézier a 4 points de contréle, les quatre en bleu
sont des courbes de Bézier a 3 points de controle.

Petite aide : tous les points de controle ont des coordonnées entiéres.

Extrait d’un sujet de BTS
1 L L L L L L L L . . . . . .
I I I I I I I I I 1

I I I I I I I I
-9 -8 -7-6 -5-4-3-2-10 1 2 3 4 5 6 7 8 9
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