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MATHEMATIQUES
Les calculatrices électroniques non imprimantes avec entrées unique par clavier sont autorisées.
Les calculatrices permettant d’afficher des formulaires ou des tracés de courbe sont interdites.
Leur utilisation sera considérée comme une fraude.(CF.Circulaire n°5990/OB/DIR. du 12 08 1998)

EXERCICE 1. (04 points ) On considere dans C ’équation :
22— (342022 + (1+4i)z+1—-2i=0

1. a) Déteminer la solution réelle de cette équation.
b) Montrer que ¢ est une solution de cette équation.
c) Déteminer la troisieme solution de cette équation.
2. Soient les points A, B et C d’affixes respectives 1, 7 et 2 + 4.

. 20—z
a) Déterminer le module et un argument de Z = oA

b) En déduire la nature du triangle ABC.

™
c) Déterminer l'affixe du point D image de A par la rotation de centre B et d’angle 5

ZB_ZA.

d) Montrer que A, B, C' et D sont sur un cercle de centre /(14 1) et de rayon r a déterminer.

EXERCICE 2. (04 points )1. On considere un dé cubique truqué dont les faces sont numérotées
de 1 a 6. On note p; la probabilité d’apparition de la face i. Les p; vérifient :

D1 = P2; P3 = P4 = 2p1; D5 = Pe = 3P1

1
a) Montrer que p; = 3

b) Montrer que la probabilité de I’événement A : ”Obtenir 3 ou 67 est égale a %
2. Un jeu d’adresse consiste a lancer le dé décrit ci-dessus puis a lancer une fléchette sur une
cible fixe.
Si le joueur obtient 3 ou 6, il se place a 5 m de la cible et lance la flechette ; a 5 m, la probabilité
d’atteindre la cible est alors —.
Si ’événement A n’est pas réalisé, il se place a 7 m de la cible et lance la flechette; a 7 m, la
probabilité d’atteindre la cible est alors g
On note C I'événement : ”La cible est atteinte”.

a) Déterminer p(C'/A et p(C/A).

En déduire que p(C) = 50

b) Déterminer p(A/C).
3. Le joueur dispose de 10 flechettes qu’il doit lancer une a une, de facon indépendante, dans
les mémes conditions que précédemment définies.

Calculer la probabilité qu’il atteigne la cible expctement 4 fois.
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PROBLEME. (12 points )
I. Soit g la fonction définie sur |0, +oo| par : g(z) =1+ 2 = Inz.

1. Dresser le tableau de variations de g.

2. Montrer qu’il existe un unique réel a élément de 'intervalle |0, 2; 0, 3], solution de I’équation
g(x)=0.

3. En déduire le signe de g sur |0; +o00].

4. Etablir la relation : In(a) = —1 — a.

I1. On considere la fonction f définie par :

zlnz . 50
six
flz) = 1+
0 sizx=0

1. Montrer que la fonction f est continue en 0 puis sur |0; +o00].
2. Etudier la dérivabilité de f en 0. Interpréter graphiquement ce résultat.

3. Déterminer la limite de f en +o00.

4. Montrer que quelque soit z élément de |0; +o00[, f/'(x) =
En déduire le signe de f’(z) sur ]0; +o0].

5. Montrer que f(a) = —a.

6. Dresser le tableau de variations de la fonction f.

i

7. Représenter la fonction f dans le plan muni d’un repére orthonormal (O, ).

Unité graphique 5 cm. Prendre a = 0.3
ITI. 1. A T'aide d’une intégration par parties, calculer I'intégrale I = / x.In(z) dz.
1

zlnz zlnx

< flz) <

2. Montrer que pour tout = élément de [1, e], . En déduire que :

e+ 1

e?+1
<
e+1 /f ) dx

BAREME:
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Ex 1 : 04 pts Ex 2 : 04 pts
1 2 1 2 3

a|blc|lalblc|dl| al|b|]alb
0,5/110,5]0,5[1]0,5{0,5((0,5/1{0,5]1/0,5

Probleme : 12 pts
I:03 pts II : 06,5 pts IIT : 02,5 pts
11213141123 4|56 |7]|1 2
1,510,510,5(05(1[1]0,5/1,5(0,5]0,5]1,5]1 1,5
Correction :

Exercice 1. 1. a. Posons P(z2) = 23 — (3+2i)22 + (1 +4i)z2 +1— 21

Si k € R est une solution ’équation, en séparant la partie réelle de la partie imaginaire dans
le polynome P(k), on obtient : P(k) = k3 — 3k + k + 1 + (—=2k*> + 4k — 2)i =0 c’est & dire

B—-3k+k+1 = 0

—k*+2k—-1 =0

Parmi ces deux équations la plus simple a résoudre est la deuxieme : elle admet 1 comme solution
double. Ensuiite on vérifie que ce 1 est bien solution de la premiere équation. Donc k = 1.

b. Un calcul direct me donne P(i) = 0. Donc i est solution de 'équation.

c. On déduit de a. et b. que z — 1 et z — ¢ sont des facteurs de P. L’autre facteur étant
nécessairement un polynome du premier degré se met sous la forme az + b. On obtient :
P(z)=(z—=1)(z—1i)(az+b) = [2> — (1 + i)z +i](az + b)

En développant et en identifiant a I’expression initiale de P, il vient a = 1 et b = —2 — 7. La
troisieme solution de I’équation est donc =241,
a
L4
2. a. Z =- al
1—1
|1+ , . o . o
Donc |Z] = = = 1 car le numérateur 1+ 7 et le dénominateur 1 — 7 étant conjugués, ont
—1
méme module. 5
Et argZ = arg(1 +i) —arg(i — 1) = % - Zﬂ = —%[27?].
AC
b. On tire du a. que : — = |Z| = 1, donc le triangle ABC est isocele de sommet A.

R AB -
Ensuite (AB, AC) = argZ = —5[27r] ; donc le triangle ABC' indirect et rectangle en A.

c. laffixe du point D est défini par :

zp —zp = i(za — 2B)
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donc zp =i +i(l1 —1i) =1+ 2i.
d. On a
|All =i = L;|BI| = 1| = L |CI| = | - 1| = L;[DI| = |i| = 1

Donc les points A, B, C et D appartiennent au cercle de centre I et de rayon 1.

D
2__
B I
1 C
o |
Y |

1 A 2

6
1
EXERCICE 2. 1. a. On doit avoir » p; = 1; 12p; = 1 ou py = 15 ensuite
i=1
1 1 1

pzzﬁ;ps,:m:g:ps:pazz

b. Notons A; I’événement : ”Obtenir i” de sorte que p(A;) = p;. Les événements As et Ag

sont incompatibles et A = A3 U Ag, donc

p(A) = p(A3U Ag) = p(Asz) + p(As) =

=
A~ =
—_
[\

2. a.Onap(C/A) = g et p(C/A) = %

b. On peut écrire en désignant par €2 'univers :
C=0CNQ=CnN(AUA) = (CNAU(CNA
Puis, comme les événements (C'N A) et (C' N A) sont incompatibles,

(p(C) =p[CNA)U(CNA) =p(CNA)+p(CNA)=p(C/AP(A) +p(C/A)p(A)
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. 35 27 29
A ]. t &ri N = —— _ =
plf) ication numérique : p(C') £ 10 + 513 = 50
‘ p(ANC p(C/A).p(A
Sa/) — PANC) _ p(C/A)p(A)
p(C) p(C)
3529 15
Applicati o :p(A == —.
pplication numérique : p(A/C') E1960 — 29
3. p(atteindre 4 fois) = C;[p(atteindre )]*.[p(atteindre)]®

31

()

Application numérique : p(atteindre 4 fois) = C’fo(@

La fonction g est continue et dérvable sur R? et
Ve eRY, ¢'(z) =1+ %
La dérivée est donc strictement positive. La fonction g est strictement croissante et
limg(z) = oo lim g(z) = +oo.

Voici le tableau de variations de g :

On voit nettement d’apres le tableau de variations que la fonction g est une bijection de R7

sur R

Par conséquent I’équation g(z) = 0 admet une solution unique.

On a ¢(0.2) ~ —0,409437912 et ¢(0.3) ~ 0,096027196 (excel).

Puisque ¢(0.2) et ¢(0.3) sont de signe contraire, o €]0.2, 0.3[ d’apres le théoreme des valeurs
intermédiaires.

Le tableau de variations montre aussi que g est > 0 dans Ja, 400 et g est < 0 dans |0, «f

4. La relation g(a) = 0 est équivalente a
l+a+na=0 cestadire Ina=-a—-1

II. 1. limzlnzx =0et lim 1+ 2 =1, donc

—0t —0t

lim f(z) = lim zInz. ! =0= f(0)

z—0t z—0t +x

La fonction f est donc continue au point 0.
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"Dans |0, +00[, f est un "amalgame” des fonction continues x — z, = — Inz et z —
elle est donc continue dans cet intervalle.

2. Dérivabilité en 0 : Pour tout A > 0 on a f(h) ; f(0) = 1lr_ll—hh he0t
La fonction f n’est donc pas dérivable en 0, en revanche son graphe admet en son point d’abcisse

I

1+2x

0 (qui l'origine des coordonnées) une demi tangente verticale.

3. IEToof(x) = IEIEOOHLI Inz = 400 car

lim =let lim Inz = +c0
x——+o00 1 +x T +00

4. La fonction f est dérivable dans R+* et
(nz+1)(1+2)—zhzr  g(x)

(1+2)? (1+x)?

f a donc méme signe que g. c’est a dire : f" est > 0 dans o, +oof et f" est < 0 dans |0, «af.

Vo € R+, f(z) =

_alha  a(-a-1)
f(a)_1+a_ l+a “

Voici le tableau de variation de la fonction f.

X0 o 400
- +
f b
0 op
f
-

Comportement asymptotique :

lim M: lim Inz =
Ttoo I r—too]l +

Il y a donc une branche parabolique de direction ’axe des abcsisses.

III. 1. Une intégration par parties rapide donne :

¢ 1 [ 1 | 1 1 1
Iz/lxln:c:§/l lnxd(m2):5{[x2lnx]‘{—/lx2;}:§[x2lnx—§x2]i:1(62—1-1)

‘ 1 1 1 , 1 . .
Sixz € [1, e], alors < < car la fonction ¢ — est décroissante, étant
I+e " 1+2 — 141 I+t¢

donné que sa dérivée t — m est négative.

Je multiplie cette chaine d’inégalités par le nombre positif x Inx pour avoir :

zlnz zlnx

T <) <5
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1—|—e[</f

c’est a dire en remplagant [ par sa valeur :

1
€+ /f dx<
1+e

Ensuite j'integre de 1 a e

l\DI}—t




