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Premiere partie

Relations

1 Deéfinitions

Définition (relation) : Soit £ un ensemble. Une relation R sur E est une
partie de E' x E. (z,y) € R est noté zRy.

Définition (ensemble des relations) : L’ensemble des relations sur E
est 'ensemble P(E x E) des parties de E' x E.

Définition (fonction compatible) : Si E est un ensemble muni d'une
relation R, F un ensemble muni d'une relation & et f une fonction de E
dans F'. On dit que f est compatible avec les relation R et S si :

Ve,y e E, xRy = f(z)Sf(y)

2 Relations de pré ordre

Définition (pré ordre) : Un pré ordre R sur E est une relation sur E qui
est réflexive (Vo € E, xRx) et transitive (Va,y, z € E, 2Ry et yRz = zRz2).

Définition (ensemble pré ordonné) : Un ensemble pré ordonné est un
couple (E,R) ot E est un ensemble et R un pré ordre sur E.

3 Relations d’équivalence

3.1 Définition

Définition (relation d’équivalence) : Une relation R sur E est une re-
lation d’équivalence si :

1. Vx € E, 2Rx
2. Vx,y e E, xRy = yRx
3. Vx,y,z € E, xRy et yRz = xRz

Remarque : Pour les relations d’équivalence, on utilise z ~ y
ouzx=y( modR)



3.2 Classes d’équivalences
Définition (classe d’équivalence) : Pour x € F, sa classe d’équivalence

est C(z) = {y € E|zRy}. On la note parfois &.

Lemme : Siz,y € E, on asoit C(z) = C(y), soit C(x) NC(y) =0.

3.3 Ensemble quotient

Définition (ensemble quotient) : Soit £ un ensemble et R une re-
lation d’équivalence. L’ensemble quotient E/R est 'ensemble des classes
d’équivalence de R. C’est a dire :

E/R={C(x); v e E}={2; v € E}

Définition (surjection canonique) : L’application

s: E — E/R

r — &=C(x)

est la surjection canonique associée.
Remarque :Vz,y € F, 2Ry < s(z) = s(y)

3.4 Factorisation canonique d’une application f

Soit f une application d’un ensemble E dans un ensemble F'. La relation
R définie par : 2Ry < f(x) = f(y) est une relation d’équivalence sur E.

Considérons les applications suivantes :
s: B — E/R

surjection canonique,

r — X
b: E/R — f(E) bijection, et
T = f(x)
i f(E) — F injection canonique.
y =y
Alors f=1iobos.

4 Relation d’ordre

4.1 Définition



Définition (relation d’ordre) : Une relation d’ordre est un pré ordre
antisymétrique.

1. Ve € E, 2Rx
2. Vr,ye B, 2Ry et yRer = x =y
3. Vx,y,z € E, xRy et yRz = xRz

Notation : 2Ry est noté z <y

Remarque
— Si R est un ordre, 'ordre R’ opposé a R est défini par : 2R’y < yRux
~Onnoter<y=zc<yetax#y

4.2 Plus petit élément et plus grand élément

Définition (plus petit élément) Soit A une partie de E. A a un plus
petit élément s’il existe a € A tel que : Vo € A, a < x.
Lorsqu’il existe, un plus petit élément est unique. On note alors

a =ppeA =min A = minx
€A

Définition (plus grand élément) Soit A une partie de E. A a un plus
grand élément s’il existe b € A tel que : Vo € A, b > .
Lorsqu’il existe, un plus grand élément est unique. On note alors

b =pgeAd = max A = maxz
€A

4.3 Elément minimal, éléments maximal

Définition (élément minimal, éléments maximal) : Soit A une partie
de F.

a est un élément minimal de Asia € AetVr € A, x <a =z =a.

b est un élément maximal de Asibe AetVye A,y >b=y=0.

Ces éléments n’existent pas toujours et ne sont pas forcément uniques.

Remarque : Dire que a n’est pas minimal dans A revient a dire que 3x € a
tel que = < a.



4.4 Majorant, minorant d’une partie de F

Définition (majorant, minorant) : Soit A une partie de (E, <).
a est un minorant de A dans Fsia € Eet Ve € A, a < x.
[ est un majorant de A dans Esi € EetVr e A, > x.

Définition (partie majorée, minorée, bornée) : A est majorée (resp.
minorée) si A admet un majorant (resp. un minorant).
A est bornée si elle est majorée et minorée.

Remarque : A a un ppe < il existe un minorant de A qui est dans A.

4.5 Borne inférieure, borne supérieure

Soit A C E, posons :
m(A) = {minorants de A} et M(A) = {majorants de A}

Définition (borne inférieure) : Si I’ensemble m(A) possede un pge, ce

pge est appelé borne inférieure de A et on le note inf A = inf1 x.
re

Définition (borne supérieure) : Sil’ensemble M (A) possede un ppe, ce

ppe est appelé borne supérieure de A et on le note sup A = sup z.
€A

Théoreme : Si A= U A; et si pour tout i € I, A; admet une borne
i€l

supérieure b;, alors I’ensemble A a une borne supérieure si et seulement si les

(b;)icr ont une borne supérieure et alors on a :

sup A = sup b; = supsup A4;
iel iel



Deuxieme partie

Groupes

1 Deéfinitions

Définition (groupe) : Un groupe G est un ensemble muni d'une loi interne
T vérifiant :

1. Vz,y,z € G (2Ty)Tz = 2T(yT=z)
2. deeG,Vr e GaTe=eTx ==
3. Ve e G, dx' €e GaTa =2'Te=e

Définition (ensemble sousjacent) : L’ensemble G est appelé ensemble
sousjacent du groupe G.

Définition (groupe commutatif) : Si, de plus, on a :
Ve,ye G Ty =yTx

le groupe G est dit commutatif ou abélien.

1.1 Conséquences

— Un groupe n’est jamais vide (il y a au moins I’élément neutre).
— Sia € G, les translations :

Yo:x €G—alx

0g:v € G aTa

sont des permutations de G.
— Si G est fini, la table du groupe :

ST a - a; - ay
a aTay -+ aTa; --- a1Ta,
a; a;Tay --- aTa; --- a;jTay,
an, a,Tay --- a,Ta; --- a,Ta,

est un carré latin.
— l'inverse z’ de x est unique.



Remarque : Un carré latin n’est pas forcément une loi de groupe.

1.2 Notations

— multiplicative :

— additive :

Remarque : La notation additive est réservée aux groupes commutatifs

1.3 Lois externes sur (G,T)

1.3.1 Notation multiplicative

Soit a € G.
(n,a) e Nx G+ a"

a=1leta =a
a"tt=a"-a
a =a"-a
@y = o
Si G est commutatif : (aTh)" = (a™) - (b").

n+m m

1.3.2 Notation additive

Soit a € G.
(n,a) € Nx G+ na

Oa=0et la=a
(n+1)a=na+a
(n+m)a = na + ma
m(na) = (mn)a
n(a+b) = (na) + (nb).

2 Sous-groupes

2.1 Caractérisation

Définition (sous-groupe) : Une partie H d'un groupe G est un sous-
groupe de G si H est stable par T et si la loi induite par la loi de G est une
loi de groupe pour H.



Remarque
— Un sous-groupe n’est jamais vide
— I’élément neutre de H est celui de G
— si ¢ € H, alors I'inverse de x dans H est aussi I'inverse de x dans G.

Théoreme caractéristique des sous groupes : On a ’équivalence :
1. H est un sous-groupe de G
2. H#O,Ve,ye HaxTye HetVr e Hax' € H
3. H#D et Vo,y € H 2Ty € H

Remarque : en pratique, pour "montrer que ... est un groupe”, on essaie
toujours d’utiliser 2. ou 3..

2.2 Etude de I’ensemble G des sous-groupes d’un
groupe G

L’ensemble G est sous-groupes de G est une partie de P(G) muni de
I'inclusion.

Proposition
1. G a un plus petit élément {e} et un plus grand élément G.
2. Tout intersection de sous-groupes et un sous-groupe.

3. Si H est un sous-groupe de G, alors les sous-groupes de H sont les
sous-groupes de G inclus dans H.

Définition (sous-groupe engendré) : Soit A une partie de G. Notons :
F={HeG|lAC H}

On note < A >= H et on I'appelle sous-groupe engendré par la partie
g

HeF
A.

Proposition : description de < A >
1. SiA=0, < A>={e}

2. Si A #0, notons A™' = {z7% 2 € A} l'ensemble des inverses des
éléments de A.

<A>={recGIneN, 3ny,...,0, € AUA z=1,--2,}

10



Définition (groupe monogéne) : Un groupe G est dit monogene si Iz €
G tel que < z >= G.

11



Troisieme partie

Groupes quotients. Morphismes

1 Classes modulo un sous-groupe. Sous-
groupe distingué

Soit G un groupe multiplicatif (non abélien en général), e I’élément neutre.

1.1 Classes a gauche modulo un sous-groupe

Théoreme : Toute relation d’équivalence sur G compatible a gauche avec
la loi de G est le la forme 7'y € H ot H est un certain sous-groupe de G.
La classe de e est H et Vo € G, la classe de x est tH = {xh;h € H}.

Il y a bijection entre I'ensemble des relations d’équivalence compatible a
gauche avec la loi de GG et I’ensemble des sous-groupes de G :

HHHR
e «— Ry

On note (G/H), 'ensemble quotient associé a gR.

(G/H)y ={i;2 € G} = {zH;z € G}

1.2 Classes a droite modulo un sous-groupe

Théoreme : Toute relation d’équivalence sur G compatible a droite avec
la loi de G est le la forme xy~—! € H ot H est un certain sous-groupe de G.
La classe de e est H et Vx € G, la classe de x est Hx = {hx;h € H}.

Il y a bijection entre I'ensemble des relations d’équivalence compatible a
droite avec la loi de G et I’ensemble des sous-groupes de G :

HHRH
e «— Ry

On note (G/H)4 'ensemble quotient associé a Ry.

(G/H)g=A{t;2 € G} ={Hux;z € G}

1.3 Théoreme de Lagrange

Définition (ordre d’un groupe) : Si G est fini, son cardinal est aussi
appelé son ordre.

12



Théoreme : Si G est un groupe fini d’ordre n, alors 'ordre de tout sous-
groupe H de G divise n.

Proposition : Pour tout sous-groupe H d’un groupe G, les ensembles
(G/H), et (G/H), sont équipotents.

Définition (indice d’un sous-groupe) : Leur cardinal commun s’appelle
I'indice de H dans G et est noté [G : H].

Remarque : Cette définition s’applique si H et G sont infinis.

Corollaire : Si GG est un groupe fini, tout élément de G est d’ordre fini et
son ordre divise 'ordre du groupe.

Corollaire : Soit G un groupe fini d’ordre n. Alors Vx € G 2™ = ¢

1.4 Relation d’équivalence compatible avec la loi de
groupe

Définition (relation d’équivalence compatible) : R est dite compa-
tible avec la loi de G si elle est compatible a gauche et a droite.

Définition (sous-groupe distingué) : H est un sous-groupe distingué
ou normal si :

1. Ve G zH = Hzx, ou

2. Ve € G zHxz'=H,ou

3. Vee ¢ Vhe H zhz~1 e H
On écrit alors H < G.

Théoreme : R est une relation d’équivalence compatible avec la loi de G
si et seulement si la classe é de 1’élément neutre est un sous-groupe distingué

HdeGetsiR=gR=Rpg.
Définition (groupe quotient) : On définit le groupe quotient (G/H)

constitué de I'ensemble quotient (G//R) muni de la loi définie par : Vz,y €
G iy =7y

13



Remarque
— Si G est abélien, tout sous-groupe est distingué
— En notation additive xRpyy < x—y € H

2 Morphismes de groupes

2.1 Définition

Définition (morphisme) : Soient G, G’ deux groupes multiplicatifs. Un
morphisme f : G — G’ est une application telle que :

Vo,y e G f(yr) = f(z)f(y)

Si G = G, f est un endomorphisme de G.
On note Hom(G, G") 'ensemble des morphismes de G vers G'.

Proposition : Soit f: G — G’ un morphisme. Alors :
L. fleq) = ec
2. Ve e G, VYn>1, f(2")=f(z)"
3.V e G f(z7') = f(x)!

Proposition :Si f: G — G' et g : G' — G” sont des morphismes, alors
go f:G — G est un morphisme.

2.2 Isomorphismes
Définition (isomorphisme) : Un isomorphisme de G sur G’ est un mor-

phisme de G sur G’ bijectif.

Proposition : Si f: G — G’ est un isomorphisme, alors f~1, la bijection
réciproque, est un morphisme de G’ sur G.
Le composé de deux isomorphismes est un isomorphisme.

Définition (automorphisme) : Un isomorphisme de G sur lui-méme s’ap-
pelle un automorphisme de G.
On note Aut(G) 'ensemble des automorphismes de G.

Proposition : Aut(G) est un groupe pour la composition.

14



2.3 Images directes et réciproques de sous-groupes

Proposition : Soit f un homomorphisme de G sur G'.

1. Si H est un sous-groupe de G, alors f(H) est un sous-groupe de G'. En
particulier I mf = f(G) est un sous-groupe de G'.

2. Si H' est un sous-groupe de G, alors f~1(H’) est un sous-groupe de G.
En particulier Kerf = f~1({e}).

Proposition : Soit f un homomorphisme de G sur G'.
1. f est surjective si et seulement si Imf = G’

2. f est injective si et seulement si Kerf = {e}

2.4 Factorisation canonique d’un morphisme de
groupe

Remarque : Le noyau d’'un morphisme de G sur G’ est un sous-groupe
distingué.
s: G — G/Kerf
T = T
b: G/Kerf — Imf
& = fl@)=f(z)
i: Imf — G .. .. .
Injection canonique.
y =y

Alors f =10bos.

surjection canonique,

bijection, et

15



Quatrieme partie

Théorie de la division dans 7Z

1 Les sous-groupes d’un groupe abélien

Proposition : Soit (G, +) un groupe abélien et H, K deux sous-groupes
de G. On a :

inf{H, K} = HN K et

sup{H,K}=H+K={h+k:he HkeK}

2 Sous-groupes de Z, groupes quotients

2.1 Division euclidienne

Définition (division euclidienne) : V(a,b) € Z x N*, Jl(¢,r) € Z x N
tel quea=bg+ret0<r<hb.

Lemme : Soient a € Z et b € N*
dlg € Z tel que bg < a < b(qg+1)

2.2 Sous-groupes de Z

Théoreme : Les sous-groupes de Z sont les nZ, n € N

2.3 Congruences modulo n. Groupes quotients.

La relation x =y mod n < 3k € Z tel que © — y = nk est une relation
d’équivalence dans 7Z compatible avec ’addition et la multiplication de Z.
Toute relation d’équivalence compatible avec I’addition dans Z est de la forme
x, € nf avec n € N.

L’ensemble quotient est noté Z/nZ.
Sin =0, alors Z/nZ = Z.

Sinon Z/nZ a n éléments {O, 1,... ,n/—\l}
(Z/nZ,+) est un groupe :

T+y=v+y
i =1y



3 Théorie du pgcd

3.1 Existence du pgcd

Théoréme : Soient (a,b) € Z>.
Il existe d € Z* tel que :

1. d|a et d|b
2. Sid € Z* est tel que d'|a et d'|b, alors d'|d

Si, de plus, d; est un autre entier vérifiant ces propriétés, alors d; = +d

Théoreme : d est un pged de a et b si et seulement si :
1. d|a et d|b
2. I(u,v) € Z* tels que d = au + bv

Corollaire : pged(ac, be) = ¢ pged(a, b)

Corollaire : si d|a et d|b, alors :

a b
d(a,b) =d d(Z.2) =1
pged(a, b) & pgc (d,d)

Définition (nombres premiers entre eux) : Soient (a,b) € Z2.
Si pged(a, b) = 1, alors a et b sont dits premiers entre eux.

Notation : pged(a,b) =aAb

Théoreme : Il y a équivalence entre :
1. a et b sont premiers entre eux
2. A(p,q) € Z* tels que ap + bg = 1
3. Vz € Z, I(x,y) € Z? tel que z = ax + by
4. aZ + 01 =7

Théoréme de Gauss : Sialbc et a Ab =1, alors alc

Corollaire : Si a est premier avec by et by, alors il est premier avec byby

17



3.2 Algorithme d’Euclide

Soit (a,b) € Z x N*
On construit la suite (r;);en par :
ro=a,r1=>0

Vi > 2, Ti—o = T;-1Q; +1; avec 0< r, < Ti-1

La suite des r; est strictement décroissante et minorée par 0, elle est donc
finie.
Le dernier reste non nul est le pged de a et b.

3.3 pgcd de plusieurs entiers
Siay,...,a, sont p éléments de Z, ils ont un pged d qui vérifie :
1. Vie{l,...,p}, d|a;
2. V6 € Z [Vie{1,...,p}, 6la;] = o|d

On a également
-~ mZ+ -+ a2+ dZ
= Juy,...,up € Z tels que : d = ayuy + - - + apuy

Définition (nombres premiers entre eux) : ai,...,a, sont dits pre-
miers entre eux si le pged est 1.

Théoréme : pged(ay,...,a,) =1 3uy,...,u, € Z tels que :
ajuy + - +apu, =1

Remarque : a,...,a, sont premiers entre eux # as,...,a, sont 2 a 2
premiers entre eux

4 Théorie du ppcm

Théoreme : Sia,b e Z*, il existe m € Z tel que :
1. alm et blm

2. Yz € Z, a|x et blz = m|x

Remarque : aZ NbZ = mZ

18



Théoréme : Il y a équivalence entre :
1. a et b sont premiers entre eux
2. Vx € Z, a|x et blz = ab|x
3. ppem(a, b) = ab

Corollaire : Pour tout a,b € Z, pged(a, b)ppem(a, b) = ab

Notation : ppcm(a,b) =aVb

19



Cinquieme partie

Les nombres premiers

1 Définition

Définition (nombre premier) : Un nombre p € Z est dit premier s’il
n’est ni nul, ni inversible et si ses seuls diviseurs sont les inversibles et ses
associés.

Lemme : Si p est premier et a € Z, alors p Aa = 1 ou pla

2 Théoreme d’Euclide

Théoréme : Tout nombre de Z—{—1;0; 1} peut s’écrire comme un produit
de nombres premiers.

Théoreme d’Euclide : L’ensemble des nombres premiers est infini.

3 Le crible d’Eratosthéene

Méthode : On écrit la liste des entiers et on barre le 1.

On entoure le 1°" nombre non barré et on barre tous ses multiples.

On répete cette opération jusqu’a ce que tous les nombres soient entourés ou
barrés.

Les nombres entourés sont les nombres premiers.

Formule de Legendre pour le crible Soient m € N et x € N.
Notons N,,(z) = card {n <z | nAm = 1}.

Alors : .
N(@) = > nld) | 7]

deN
dlm

avec p(d) la fonction de Mobus :

—1)# ¢i d n’a pas de facteur carré
”(d):{ ( 8 sinon b

et w(d) le nombre de facteurs premiers de d.

20



Fonction d’Euler

o) = Num) =n [ (1 - }9)

p premier
pln

4 Tests de primalité

Probleme : étant donné n € N, on veut savoir si n est premier.

1¢" test : On divise n par tous les entiers i € {2,...,n — 1}.
On fait n — 2 divisions : test en o(n)

2¢ test : On divise n par tous les entiers i € {2,..., |\/n]}.
On fait [\/n] — 1 divisions : test en o(y/n)

3¢ test : On divise n par 2 puis par tous les entiers impaires de 3 a [/n].

On fait {@J divisions : test en o (4)

Remarque : en 2002 : Algorithme AKS en o((Inn)')

5 Décomposition en nombres premiers

Théoreme : Tout entier relatif non nul et non inversible se décompose de
fagon essentiellement unique en un produit de nombres premiers.

Définition (essentiellement unique) : unique a l'ordre et au signe pres.
Lemme : Si p est premier et p|ab, alors p|a ou p|b.

Remarque : Soit P une collection d’entiers contenant un représentant de
chaque nombre premier.
Tout nombre entier a € Z* s’écrit de maniere unique

a =+ Hpvp(a)

peP

avec vp,(a) la puissance de p dans la décomposition en facteurs premiers de
a. vp(a) € N, les v,(a) sont nuls sauf un nombre fini.

21



Remarque :Sia=+ H pr @ et b=+ Hpvp(b) alors :

peP peEP

pged (a,b) = [ ] printere) O}

peEP

ppcm (aj’ b) — Hpmax{vp(a),vp(b)}
pEP

6 Le théoreme de Chebyshev

Notons m(z) = card {p < x|p premier}.

li -
L) = e

Théoreme des nombres premiers :

22
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