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Onzieme partie

Anneaux

1 Axiomes des anneaux

Définition (anneau) : Un anneau A est un ensemble muni de deux lois
internes.

L’une additive, notée +, qui fait de A un groupe abélien.

L’autre multiplicative, notée x ou -, qui vérifie :

A) Va,y,z € A, x(yz) = (vy)2
N) Jee€ A, Vx € A, ex = xe = x De plus,
Dy) Vr,y,z€ A, (x+y)z=xz+yz

D,) Vr,y,z€ A, z(x+y)=xz+yz
A est un anneau commutatif si

C) Vr,y€ A xy=yx
et dans ce cas, Dy est équivalent a D,.

Conséquence :
1. La multiplication est distributive par rapport a la soustraction
2. L’élément nul est absorbant, i.e. Va € A, 0a =0
3. Si A # {0}, le neutre de la multiplication est différent de 0

Remarque : A = {0} est un anneau.

Théoreme de distributivité générale : Si x1,...,2,,y1,...,y sont des
éléments de 'anneau A.

() - () (24)



Remarque : Soit (4, +, X) un anneau.
— (A, +) est un groupe commutatif.
— (A, x) n’est pas un groupe si A # {0}.
— (A\{0}, x) n’est, en général, pas un groupe et méme pas forcément
stable.

Définition (ensemble des éléments inversibles) : L’ensemble U, des
éléments inversibles de A :

Uy={a€AlFz € A, ax=za=1}

est un groupe pour la loi X.

2 Formule du binome

Définition (commutatif) : Deux éléments a et b de A commutent si

ab = ba
On a alors :
(ab)" = a"b"
Si a et b commutent, on a :
n—1
a® —b" = (a—0) Z akpr—1-k
k=0

n

(a+0b)" = Z Crakpr+

k=0
Formule du multinéme : Si zq,...,z, commutent, alors :
n!
P n P — ll P l"‘
(21 4 ) Z St
(1ol €40, ,m}T
Zlizn
3 Sous-anneaux
Définition (sous-anneau) : Un sous-anneau B de l'anneau A est une

partie de A contenant 14, qui est stable pour les lois + et X, et qui est un
anneau pour les lois induites.



Théoreme caractéristique : B est un sous-anneau de A si et seulement
si:

1.1, €8
2. Six,y€ B,alorsx—y e B
3. Siz,y € B, alors xy € B

Propriété : Une intersection quelconque de sous-anneaux est un sous-
anneau

Définition (sous-anneau engendré) : Soit A un anneau et B une partie
de A. Notons
F = {C sous-anneau de A|B C C'}

On appelle sous-anneau engendré par B :

Bl= ¢

CeF

Remarque : Soit 2 € A, alors le sous-anneau engendré par = est noté [z].

4 Homomorphisme d’anneau

Définition (morphisme d’anneau) : Soient A et B deux anneaux. Un
morphisme d’anneau de A vers B est une application f de A dans B telle
que :

1. f(14) =1p
2. Ve,ye A, fle4y) = f(x)+ f(y)
3.Vr,ye A, flay) = f(2)f(y)

Remarque
— Si A’ est un sous-anneau de A, alors f(A’) est un sous-anneau de B.
— Si B’ est un sous-anneau de B, alors f~!(B’) est un sous-anneau de A.
— Un morphisme d’anneau f définit un morphisme de groupe de (A, +)
dans (B, +), et un autre de (Ua, x) dans (Ug, X).



5 Anneaux quotients, idéaux bilateres

Définition (idéal bilatere) : Un idéal bilatere I de I'anneau A est un
sous-groupe de (A, +) tel que :

Yae A, Vxel, ar € [ et xae I

Théoreme : Les relations d’équivalences, compatibles avec la structure
d’anneau de A, sont les relations de la forme :

TRy x—yel

Ou [ est un idéal bilatere de A.

Définition (anneau quotient) : Soit A un anneau et I un idéal bilatere
de A.
L’ensemble quotient A/l peut étre muni des lois :

/:\

rT+y=x+y
iy =1y

(A/I,+, x) est alors un anneau appelé anneau quotient de A par l'idéal I.
Remarque : Attention a ne pas confondre sous-anneau et idéal.
Remarque :Sily €[, alors I = A.

Factorisation canonique : Soient A et B deux anneaux et f un mor-
phisme de A dans B.

Ker f est un idéal bilatere de A.

f=1t10obos avec:

s: A— A/Ker f la surjection canonique,

b: A/Ker f — Imf la bijection, et

1 : Imf — B l'injection canonique.

1, s et b sont des morphismes d’anneaux.

6 Anneau integre

Définition (diviseur de 0) : Soit A un anneau et a € A\{0}.



a est un diviseur de 0 a droite dans A si :

Ib € A\{0}, ba=0

a est un diviseur de 0 a gauche dans A si :

b € A\{0}, ab=0

Définition (anneau intégre) : Un anncau A est dit integre s’il n’a pas
de diviseur de 0,
ou encore :

Va,be A, ab=0=a=0o0ub=0

Définition (caractéristique d’un anneau) : Soit A un anneau et

v L — A
n +—— nly
un morphisme d’anneau.
1. Si Ker ¢ = {0}, alors on dit que I'anneau A est de caractéristique 0.

2. Sinon, da € Z tel que Ker ¢ = aZ et on dit alors que I'anneau est de
caractéristique a.

7 Anneaux Z/nZ

Proposition : On a équivalence entre :
1. n est premier
2. Z/nZ est integre

3. Z/nZ est un corps (voir plus loin)

Corollaire (petit théoréeme de Fermat) : Si p € Z est premier, alors

VeeZ, 2=z (p)



Douzieme partie
Divisibilité dans un anneau

Dans tout ce chapitre, on travail dans un anneau commutatif A.

1 Le treillis des idéaux de A

Proposition Soit A un anneau commutatif. Une partie I de A est un idéal
si et seulement si I #Qet

Ve,y eI, Va,B €A, ar+ Py el

Définition (idéal engendré) Soit S une partie de A. L’idéal engendre
par S est le plus petit idéal de A contenant S. C’est 'intersection de tous les
idéaux contenants S.

L’idéal engendré par S est ’ensemble des combinaisons linéaires finies
d’éléments de S a coefficients dans A, i.e. 'ensemble des éléments de la
forme :

Mr1+ -+ Axpn, avec:n €N xq,...,x, €Set A,...,\, €A

On note cet idéal (9)

Si Sestfini: S={x,...,2.}
L’idéal engendré par S est 'ensemble des éléments de A de la forme :

.
Z)‘ixi’ avec \i,..., A\, € A
i=1

Si S est réduit a un élément : S = {a}
L’idéal engendré par a est noté (a) et est appelé idéal principal. L’éléments
a est un générateur de 'idéal (a).

Définition (treillis des idéaux) : Notons Z I’ensemble des idéaux de A.
C’est un treillis pour I'inclusion :
Si I, J €I, alors la paire (I, J) admet une borne inférieure :

INJ={xecAlzeletzel}

9



et une borne supérieure :
I+J={i+j :ic€letjeJ}

Théoreme : Soit A un anneau commutatif et L un ensemble quelconque
d’indices. Dans ’ensemble Z des idéaux de A ordonné par l'inclusion, toute
famille {I;};c;, admet

— une borne supérieure : Z 1.
leL
— une borne inférieure : ﬂ I
1€L

2 Divisibilité et idéaux
Soit A un anneau commutatif.

Définition (divisibilité) : Soit a,b € A. On dit que a divise b dans A, et
on note alb, s’il existe g € A tel que b = qa.

Définition (associativité) : Soit a,b € A. On dit que a et b sont associés
s'il existe u € Uy tel que a = bu.

Remarque
— La divisibilité est un pré-ordre.
— L’associativité est une relation d’équivalence car U, est un groupe.
— a et b sont associés si et seulement si ils engendrent le méme idéal, i.e. :

(a) = (b).

— La divisibilité est une relation d’ordre sur les classes d’éléments associés,
ou encore sur les idéaux.

— Sur les idéaux, cet ordre correspond a l'inclusion inverse, i.e.

alb < (a) D (b)

Définition (irréductible) : Notons P l'ensemble des idéaux principaux
de A. Un élément a de A\{0} est dit irréductible si :

1. (a) £ A
2. L’idéal (a) est maximal dans P\ A

pged et ppecm  Soit {a; }ier, une famille quelconque d’éléments de A.

10



Définition (pgcd) : La famille {a;};c; admet un pged dans A si et seule-
ment si la famille d'idéaux {(a;)};cr, admet une borne supérieure dans P,
notée (d). L’élément d est un pged des a;, [ € L.

Définition (ppcm) : La famille {a;};c;, admet un ppem dans A si et seule-
ment si la famille d’idéaux {(a;) };c, admet une borne inférieure dans P, notée
(m). L’élément m est un ppcm des a;, [ € L.

Définition (anneau principal) : Un anneau commutatif integre tel que
tout idéal est principal est appelé anneau principal.

3 Anneaux euclidiens

Définition (anneau euclidien) Un anneaux integre A est dit euclidien si
il est muni d’une application w de A\{0} dans N telle que :

1. bla = w(b) < w(a)
2. Y(a,b) € Ax(A\{0}),d¢,r € A, a=0bg+ravecr =0ouw(r) < w(b)

Théoreme : Dans un anneau euclidien, tout idéal est principal.

Définition (premier) : Un élément p € A est dit premier, irréductible ou
extrémal si p n’est pas inversible et si ses seuls diviseurs sont ses associés et
les inversibles.

Remarque : Si p est premier et plab, alors pla ou p|b.

On a équivalence entre :
1. p est premier

2. A/(p) est integre

3. A/(p) est un corps

Théoréme Soit A un anneau euclidien. Tout élément de A\{0} se
décompose de maniere essentiellement unique en produit de facteurs pre-
miers.

11



Treizieme partie

Corps

1 Deéfinitions

Définition (corps) : Un corps est un anneau non réduit a {0} tel que
tout élément non nul est inversible, ou encore c’est un anneau K tel que
(K\{0}, X) est un groupe.

Un corps est dit commutatif si la multiplication est commutative.
Proposition : Tout anneau integre fini est un corps.

Variante : Toute K algebre integre de dimension finie est un corps.

2 Sous-corps

Définition (sous-corps) : Soit K un corps. L est un sous-corps de K si
c’est un sous-anneau de K et si ce sous-anneau est un corps.

Théoreme caractéristique : L est un sous-corps de K si et seulement si :
1. 1x e L
2.Ve,ye L, x—ye€L
3. Ve,ye L, zy€ L
4. Vz € I\{0}, z'elL

3 Morphismes

Définition (morphisme de corps) : Soient K et L deux corps. Un mor-
phisme de corps de K dans L est une application f de K dans L telle que :
L f(1x) =1
2. Ve,ye K, fle+y) = fla)+ f(y)
3. Va,y e K, flay) = f(z)z(y)

Remarque : Les morphismes de corps sont toujours injectifs.

12



4 Corps des fractions d’un anneau integre

Définition (corps des fractions) : Soit A un anneau commutatif integre
et L un corps contenant A. On définit le corps des fractions (F,+, x) de A
par :

1. F = Ax(A\{0})/R ou R est une relation d’équivalence sur Ax(A\{0})
définie par :

(a,)R(a',b') < abl = da'b
Notons 6(z,y) = T, 3
2. La loi + est définie par :

0(a,b) + 0(c,d) = 0(ad + cb, bd)
3. La loi x est définie par :
0(a,b)d(c,d) = 0(ac,bd)
On vérifie que F est bien un corps en plongeant A dans F par 'application :

v + A — F
a +— 0(a,1)

13



Quatorzieme partie

Espaces vectoriels généraux

Soit K un corps commutatif.

1 Définition

Définition (espace vectoriel) : Un espace vectoriel sur K est un ensemble
E muni de deux lois :
— Une loi interne additive, notée +, telle que (E, +) est un groupe abélien.
— Une loi multiplicative externe de K x E dans E, notée -, qui vérifie :

1. VeK, Vz,ye B, MNzx+y)=x+\y
2. V\peK Ve e E, (A p)z =X r+ px
3.V peK Ve e B, AMuz) = M)z

4. Ve e B, lgr==

Définition (vecteur) : Les éléments de E s’appellent les vecteurs

Définition (scalaires) : Les éléments de K s’appellent les scalaires

2 Combinaisons linéaires. Sous-espaces vec-
toriels.

2.1 Combinaisons linéaires

Définition (combinaison linéaire) : Soit E un K espace vectoriel. On dit
que x € E est combinaison linéaire de (x1,...,z,) s'il existe aq,...,a, € K
tels que x = aqx + -+ - + \xp

Soit (z;);e; une famille quelconque de vecteurs de E. Un vecteur = est
combinaison linéaire des (z;);c; si il existe une famille («;);e; d’éléments de

K tous nuls sauf un nombre fini telle que x = Z L.
iel

14



2.2 Sous-espaces vectoriels

Définition (sous-espace vectoriel) : Une partie F' d’un espace vectoriel
E est un sous-espace vectoriel si elle est stable pour + et - et si F' est un
espace vectoriel pour les lois induites.

Théoreme caractéristique : F' est un sous-espace vectoriel de F si et
seulement si :

- F#£0

- Ve,ye F, x+yeF

~VYaeK,VreF, arecekF
ou si et seulement si :

- F#£0

—Va,0 e K, Ve,ye F, axr+pyeF

2.3 Sous-espace vectoriel engendré

Propriété : Si (F;)c; est une famille quelconque de sous-espaces vectoriels

de E, alors ﬂ F; est encore un sous-espace vectoriel de F.
iel

Définition (sous-espace vectoriel engendré) Si A est une partie de E,
alors l'intersection de tous les sous-espaces vectoriels de E/ contenant A est le
plus petit sous-espace vectoriel de E contenant A. On 'appelle sous-espace
vectoriel de E engendré par A et on le note [A]

Proposition : Le sous-espace vectoriel engendré par une partie A est ’en-
semble des vecteurs de E qui sont combinaisons linéaires d’éléments de A.

[A]:{Zaixi:neN*, T1,..., Ty € A, al,...,aneK}

3 Sommes de sous-espaces vectoriels

Remarque : La réunion de deux sous-espaces vectoriels F' et G est un
sous-espace vectoriel si et seulement si F' C G ou G C F.

Définition (somme de sous-espaces vectoriels) :Si F' et G sont deux
sous-espaces vectoriels de F, on définit leur somme F' + G par :

F+G={z+y : z€F, yeG}

15



Proposition : F + G est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant
F et G.

4 Espaces vectoriels quotients

Toutes les relations d’équivalences R compatibles avec la structure d’es-
pace vectoriel sur E sont de la forme :

Ve,ye £, xRy xz—yeF

avec F' un sous-espace vectoriel de E.

Définition (espace vectoriel quotient) :I’ensemble quotient £/ F muni
des lois + et - définies par :

—

Tty=x+y
iy =Ty

est un espace vectoriel appelé espace vectoriel quotient.

5 Applications linéaires

Définition (application linéaire) : Soient F et F' deux K espaces vecto-
riels.
Un application u de E dans F' est dite linéaire si :
- Vr,ye E, u(zr+y)=u(z)+u(y)
~VaeK, Vx e E, ulax)=au(x)
ou si et seulement si Vo, f € K, Va,y € E, u(ax + By) = au(z) + fu(y)

Définition (endomorphisme) : Un endomorphisme est une application
linéaire de E dans E.

Définition (isomorphisme) : Un isomorphisme est une application
linéaire bijective.

Définition (automorphisme) : Un automorphisme est un
endomorphisme bijectif.

16



Notation : On note L(E, F) I'ensemble des applications linéaires de F
dans F'; £ l'ensemble des endomorphismes de E et GL(E) le groupe des
automorphismes linéaires de F.

Proposition :Siue€ L(E,F)etve L(F,G), alorsvou € L(E,G)

1

Proposition : Siu € L(E, F) est un isomorphisme, alors u~' est encore

linéaire.

Proposition : Soit u € L(E, F)

1. Si A est un sous-espace vectoriel de E, alors u(A) est un sous-espace
vectoriel de F'.

2. Si B est un sous-espace vectoriel de F', alors u™!(B) est un sous-espace
vectoriel de F.

Proposition : Soit u € L(E, F)
— wu est surjective si et seulement si Imu = F
— wu est injective si et seulement si Ker u = {0}

Factorisation canonique : Soient E et F' deux espaces vectoriels et u une
application linéaire de E dans F.

u=10bos avec :

s: E — E/Ker u la surjection canonique,

b: E/Ker u — Imu la bijection, et

1 : Imu — F l'injection canonique.

7, s et b sont des applications linéaires.

6 Somme directe

Définition (somme directe) : Soit F un espace vectoriel et F},Fy deux
sous espaces vectoriels de F.
Fi et F, sont en somme directe si :

VZ’EFl‘i‘FQ, 3!(%1,1’2) EFl XFQ, r =21+ 22

On note alors F; @ F5 leur somme.

Proposition : Fj et F; sont et somme directe si et seulement si /' N Fy =

[0},

17



7 Sous-espaces supplémentaires

Définition (sous-espaces vectoriels supplémentaires) : Soit F un es-
pace vectoriel et F,F, deux sous espaces vectoriels de F.
I et F5 sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires si £ = F| @& F5

Remarque
— supplémentaire ne veut pas dire complémentaire
— Il n’y a pas unicité du supplémentaire

Théoreme : Soit F un espace vectoriel, F7,F; deux sous espaces vectoriels
de F et s; de E dans E/F) la surjection canonique. Alors
E=F & F, < si|p, : 5, — E/F) est un isomorphisme

En particulier, tout supplémentaire de Fj est isomorphe a E/F}.

8 Prolongement d’applications linéaires

Remarque : Soient E et G deux espaces vectoriels et F' un sous-espace
vectoriel de E. Soit u € L(F, G).

Pour prolonger u dans FE, la bonne idée et de prendre H, un sous-espace
vectoriel de E tel que £ = F & H.

AlorsVx € E, x = xp +xy avec xp € F et xy € H uniques et

v : F — G
r — u(xp)+v(ry)

avec v € L(H, Q).

Théoréme : Soit u € L(E, F).
Tout supplémentaire de Ker u dans E est isomorphe a Imu.

9 Somme directe de plusieurs sous-espaces

vectoriels
Définition (somme directe) : Soit £ un espace vectoriel et Fi,..., F,
des sous-espaces vectoriels de F.
On dit que F1,..., F, sont en somme directe si :

Vee Fy+---+F, 3z1,...,2,) € F1 X -+ X F, r=x1+ -+

18



Proposition : Soit E un espace vectoriel et Fi, ..., [F, des sous-espaces
vectoriels de F.
Fy,..., F, sont en somme directe si et seulement si :

V(zy,...,2p) EFy X~ xXF, 1+ - Fz,=01==12,=0

19



Quinzieme partie
Existence de bases

Rappel : Une famille (z;);c; de vecteurs de E indexée part I (ensemble
quelconque) est une application

I — F

T — €

Remarque : Attention : Une famille n’est pas un ensemble!!!

1 Familles libres, génératrices, bases

Définition (famille libre) Une famille (z1,...,z,) de vecteurs de E est
dite libre si :

VA, .., ) €KY Mo+ + Xz, =0= A ==X, =0

Conséquence Si y est combinaisons linéaire de x4, ..., x,, alors les coeffi-
cients sont uniques.

Définition (famille libre) La famille (z;);c; de vecteurs de E est dite
libre si toute sous-famille finie est libre, i.e. :

Vn € N*,  Viy,..., i, € I distincts, VA;,..., A\,

n

e K,

Conséquence Si y est combinaison linéaire de la famille (x;);ey,

Yy = Zaixi

il

avec (a;)ier € KU (tous nuls sauf un nombre fini), alors les coefficients («;)ic;
sont uniques.

Remarque : Toute sous-famille d’une famille libre est libre.

Définition (famille liée) Une famille (z;);e; est dite lie si elle n’est pas
libre.

20



Remarque Toute sur-famille d’'une famille liée est liée.

Définition (famille génératrice) Une famille (z;);c; est génératrice si
elle engendre F, i.e. :

VeeE, 3n) €K, z=> A

iel
Remarque : cette propriété de dépend que de {z; : ¢ € I} et pas de

I'indexation de la famille.
Toute sur-famille d’une famille génératrice est génératrice.

Définition (base) Un famille (z;);c; est une base de FE si elle est libre et
génératrice, i.e.

VeeE, IN)ier €K, z=>" A

i€l
Si E a une base finie (eq, ..., e,), alors 'application
u K" — F
Ay eo s An) — Zn: Ai€;
i=1

est un isomorphisme d’espace vectoriel.

Si E' a une base infinie (e;);c, alors Papplication
v KO — FE
(Ai)iel — ZAM‘
i=1

est un isomorphisme d’espace vectoriel.

Théoreme : On a équivalence entre :
1. B est une base
2. B est une famille libre maximale

3. B est une famille génératrice minimale

21



Procédé de construction d’application linéaire Soit F un espace vec-
toriel admettant une base (e;);c;. Soit F' un autre espace vectoriel et (y;)ier
une famille de vecteurs de F'.

Alors il existe une unique application linéaire u de E dans F' telle que :

Viel, u(e)=y;

Propriété Soit u € L(FE, F)
— u est injective si et seulement si I'image de toute famille libre est libre
— u est surjective si et seulement si I'image de toute famille génératrice
est génératrice

2 Axiome du choix

Définition (fonction de choix) Soit X un ensemble. Une fonction de
choix f est une application de P(X) dans X telle que

VE e P(X), f(E)eE

C’est une fonction qui ”choisi” un élément dans chaque partie de X.
Axiome du choix Pour tout ensemble, il existe une fonction de choix.
Variantes :

Théoreme de maximalité de Hausdroff : Tout ensemble non vide par-
tiellement ordonné contient un sous-ensemble maximal totalement ordonné.

Lemme de Zorn : Un ensemble partiellement ordonné possede un éléments
maximal si tout sous-ensemble totalement ordonné admet une borne
supérieure.

3 Existence de bases

Théoreme (Complétion d’une partie libre en une base) : Soit £ un
K-espace vectoriel, L une partie libre de E et S une partie génératrice de F
telle que L C S.

Il existe alors une base B de E telle que

LcBcCS
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Corollaire (existence de bases) : Soit E un K-espace vectoriel.
— Si L une partie libre de E, alors L est contenue dans une base B
— si S est une partie génératrice de E, alors S contient une base B.
— Tout K-espace vectoriel admet une base.

Théoreme de la base incomplete : Soit £ un K-espace vectoriel, L une
partie libre de E et S une partie génératrice de E.
Alors il existe S’ C S tel que L U S’ soit une base.

Théoreme (Existence de sous-espaces vectoriels
supplémentaires) : Soit £ un K-espace vectoriel, F' et G des sous-espaces
vectoriels de F tels que F' NG = {0}.

Alors il existe H, un sous-espace vectoriel de F tel que :

EFE=F®oHetGCH
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Seizieme partie

Espaces vectoriels de dimension
finie

1 Définition, dimension

Définition (espace vectoriel de dimension finie) On dit qu’'un espace
vectoriel sur K est de dimension finie s’il admet une partie génératrice finie.

Dans le cas contraire, il est dit de dimension infini.

Théoreme de la dimension : Soit £ un K-espace vectoriel de dimension
finie. Si L est une partie libre de E et S une partie génératrice de E, alors

card L < card S

Remarque Ce théoreme reste encore vrai en dimension infinie si on quo-
tiente par la relation d’équivalence :

X ~Y & X est en bijection avec Y

Corollaire Si F est de dimension finie, toute ses bases ont le méme cardi-
nal.

Définition (dimension) Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.
Le cardinal commun de toutes ses bases s’appelle la dimension de E et se
note dim £ ou dimg F

Corollaire : Deux K-espaces vectoriels de dimension finie sont isomorphes
si et seulement si ils ont la méme dimension.

Proposition Si dim £ = n, les bases de E sont les familles libres a n
éléments.

Corollaire F est de dimension infinie si et seulement si il existe une famille
libre infinie.
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2 Calcul de dimension

Proposition Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie.
— Si F' est un sous-espace vectoriel de FE, alors

dim F < dim F

— Si de plus dim F' = dim F, alors E = F.

Proposition Soit E un espace vectoriel de dimension finie et F' un sous-
espace vectoriel de E. Alors :

dim(E/F) =dim £ — dim F’

Proposition : Soient F et F' deux espaces vectoriels de dimension finie.
Alors E x I est aussi de dimension finie et

dim(F x F) = dim £ + dim F’

Proposition Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie et F', G
deux sous-espaces vectoriels de E, alors :

dim(F + G) + dim(FNG) = dim F + dim G

Corollaire Si F est un K-espace vectoriel de dimension finie et F', G deux
sous-espaces vectoriels de F, alors :

dim(F + G) < dim F' + dim G

Il y a égalité si et seulement si F' et G sont en somme directe
Corollaire Soient F1,. .., F), des sous-espaces vectoriels de E, alors
dim(Fy +---+ F,) <dim Fy +---+dim F,

Il'y a égalité si et seulement si F1,..., [}, sont en somme directe.

3 Rang d’un systeme de vecteurs

Définition (rang) Soit £ un espace vectoriel et S = (21, ..., x,) p vecteurs
de E.
Le rang de S est la dimension du sous-espace vectoriel qu’il engendre.
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Proposition Si dim F =n et card S = p, alors :
— rang S < min{n, p}
— rang S =n & S est génératrice
— rang S = p < S est libre
— rang S =n =p < S est une base

Remarque Le rang est inchangé par :
— permutation des vecteurs,
— multiplication d’un vecteur par un scalaire non nul,
— ajout a un vecteur d’une combinaison linéaire des autres.

Définition (rang) Soit £ et I’ deux espaces vectoriels et u € L(E, F)
Le rang de u est la dimension de Imu.

Théoreme du rang : Soit E et F' deux K-espaces vectoriels de dimension
finie et w € L(E, F). Alors :

dim F = dim Ker u + rang u

Théoreme Soient F et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie tels
que dim F = dim F' et soit u € L(E, F'). On a équivalence entre :

1. u est bijective
2. u est injective

3. u est surjective

4 Matrices

Définition (matrice) Soit K un corps commutatif, I et J des ensembles
finis. Une matrice de type I, J est une application de I x J dans K

Si I ={1,...,n} et J ={1,...,p}, on note d’ensemble des matrices de
type I, J (a n lignes et p colonnes) :

M p(K) ou Mi(n, p)
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Définition (matrice d’un morphisme) Soient F et F' deux espaces vec-
toriels de dimension fini sur K et uw € L(E, F).

Soient By = (e;)jes une base de E et By = (fi)icr une base de F.

Pour tout j € J, u(e;) € F se décompose sur By :

u(e) =Y aijfi
il
La matrice (o) it de type I, J est la matrice de u dans les bases B et Bp.
Je

On la note

/\/l(u, BE, BF) ou M(BE,BF)(U)

Théoreme : Soient Bg et Br des bases fixées de E et F', espaces vectoriels
de dimension finie.
L’application
LE,F) — M;;(K)
u — M(u, Bg, Br)

est un isomorphisme d’espace vectoriel.

Remarque : Si
E-LF3LG
alors
M(U o u, BE7 BG) = M(U7 BF; BG>M(U’7 BE7 BF)

Changement de base

Définition (matrice de passage) Soit E un espace vectoriel et Bg, B
deux bases de E.

La matrice de passage de Bg a B, est la matrice donnant les coordonnées
des vecteurs de By dans Bpg.

Soit x € E, si on note X les coordonnées de x dans Bg, X' les coordonnées
de = dans B, et P la matrice de passage de B a B, alors :

X=P X
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