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MATHEMATIQUES

Les calculatrices électroniques non imprimantes avec entrées unique par clavier sont autorisées.
Les calculatrices permettant d’afficher des formulaires ou des tracés de courbe sont interdites.
Leur utilisation sera considérée comme une fraude.(CF.Circulaire n° 5990/OB/DIR. du 12 08 1998)

CORRECTION
EXERCICE 1. []

1. (D;) droite de régression de Y en X ayant pour équation : y = ax + b, on a

cov(X,Y) ot b — ai
= = — axr
V(X) !
(Ds) droite de régression de X en Y ayant pour équation : x = a’y + b, on a
, cov(Y, X) o,
=— 1 Z“etb=17—
V) e T—ay

2

L. cov(X,Y) cov(Y, X) (COV(X’ Y)> cov(X,Y)\2

On en déduit = ’ =) = (S
PR T TVE T vy T vive) T e(Xe()

aa’ = r.

2. (Dy) droite de régression de Y en X ayant pour équation réduite y = 2,4z, ona: a = 2,4

et b=10
(D

N 3,5 24
9) droite de régression de X en Y ayant pour équation réduite : x = 9 Y+ 9 on a ,
3,5 24
ona:d =—eth =—.
D’apres la question précédente, le coefficient de corrélation vérifie :
3,5 14
r’=ad =2,4 — = —.
9 15
cov(X,Y)
Puisque r = ————%, que o(X) et o(Y) sont positifs par définition et que cov(X,Y
q s(X)o(y) 9 (X) et oY) p p q (X,Y)
. . . 14
est positif par hypothese, alors r est positif. Donc r = 1
Capig = b (1) Joewde Liquation 1 —arty = b
3.0naq _ S , Je multiplie I’équation 2 par a _ ,_ ,
rT—dy =V (2 e ar —ady = ab
pour éliminer T
j’additionne membre & membre : (1 — aa’)y = b+ ab’ c’est a dire
__b+al
Yy=1 2

1. pour voir d’autre corrections consulter |http ://irempt.education.sn


http://irempt.education.sn
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Pour trouver Z j'utilise I’équation la plus simple; ici c’est la 2 : T =0 + a’y c’est a dire
Jbo4ab V=1 +a'b+dab N

7= b _
v * 1—r2 1—r2
WV +ab
xr =
1—r2
. , _ 24 _ 24
Application numérique : Comme 5 =15, onay=15x 2,4x 9 et T =15 X n
-7
Donc
g =96 et T =40
EXERCICE 2.
1. O Pour que M appartiennent a I’axe des abscisses, il faut et il suffit que la partie imaginaire
4 1
de z soit nulle c’est & dire Iny =0 ouy = 1. Donc p(A) =p(y =0) = 5= 3
U Pour que M appartiennent a l’axe des ordonnées, il faut et il suffit que la partie réelle
4 1
de z soit nulle c’est a dire Inz =0 ou z = 1. Donc p(B) =p(z =0) = - §

0 L’événement contraire de C est 7 M appartient a au moins un des axes” c’est a dire
AUB.

L’événement AN B est ” M appartient a chacun des axes” c’est a dire z=0oulnx =0
et Iny = 0 finalement z =y = 1.

Puisque le tirage est avec remise, les événements A et B sont indépendants, donc :

P(ANB) = p(A)p(B) = 5.
Par conséquent :
P(C) = p(AUB) = p(A) +p(B) ~p(ANB) = 5+ 5 5= .
PC) =1-p(C)=1-5=7¢

— — ™
O Pour que l'angle (OM, i) soit égal a ~4 il faut et il suffit que les coordonnées de

M soient égales et strictement positives c’est a dire Inx = Iny > 0 ou z = y = e. Par
conséquent, D est I'événement "z =y = €”.
1 1 1 1

2
plr=e)=ply=e) T p(D) 5 6 36

U Pour que M appartienne au cercle trigonométrique, il faut et il suffit que OM =1 c’est
1

a dire (Inz)? + (Iny)? = 1. Puisque x et y ne prennent que les valeurs 1,e et —, Inz et Iny
e

ne prennent que les valeurs 0,1 et —1;
Les seuls couples possibles pour reahser (Inz)?+ (Iny 1 sont donc

)? =
(Inz,Iny) = (1,0), (—=1,0), (0,1), ou (0,—1)
1

2

Cest a dire (z,y) = (e, 1), (é, ), (1,¢), ou ( ,%).
Or p((r.) = (e.1)) =p((r0) = (1,6)) = 2 x =5 =
P =C0) =p(lem) = (1,0)) =5 x5 ==
Done p(E) = + o+ ¢+ 5=
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1
2. a. Puisque x et y ne prennent que les valeurs 1,e et —, Inx et Iny ne prennent que les

valeurs 0,1 et —1; Les couples de coordonnées possibles s%nt donc :
(0,0), (0,1), (0,-1), (1,0), (1,1), (1,-1), (=1,0), (—=1,1), (=1,-1)
correspondant aux valeurs suivantes du couples (x,y) :
(11), (Le), (1,2, (e.1), (ere), (e
Les distances OM possibles sont donc : 0, 1, /2.

La variable aléatoire X prend les valeurs 0, 1, /2

1

(@) = (<.0)) +p((09) =
_2X3+3X£+3X£+Exg_é
12712 12712 12 712 12 12 9

En résumé :

b. La fonction de répartition de X est définie par : F'(x) = p(X) < z. Donc
OSiz <0, F(z) =p(X <z)=0.

DSiO<x§1,F(:c):p(X<x):p(X:0):%.
1
DSi1<x§\/§,F(x):p(X<x):p(X:0)+p(X—1):é+§—g
1 4 4
DSi\/§<:c,F(:c)zp(X<ac):p()(=0)+p(X:1)+p(X:ﬂ):§ stg=L
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1+ —
5}
Z — >
9
1
9

5 ) v 1 V2 2

EXERCICE 3. L’équation caractéristique associée a (E) est
(E.):1m?+2r+1=0 clest a dire (r+1)>=0.
1. Elle a une racine double égale & —1. Par conséquent la solution générale de (E) est :

f(z) = (ax 4+ b) e™*; a et b réels arbitraires.

2. Pour que la fonction A : x — az + b soit solution de (E') il faut et il suffit que
h'(z) 4+ 2k (x) + h(z) =2 +3 (1)
Or W (z) = a et h'(x) = 0. Donc I'équation devient : 2a + (ax +b) = x + 3 clest a dire

(a—l)x—|—2a+b:00u{ ga_—i—lb z 8 . Donc a =1 et b = —2. Finalement
h(z) =2 —2

3. 0 Soit g une solution de (E’) c’est a dire une fonction telle que :
g"(x) +29'(x) +g(x) =z +3 (2)
En faisant la différneece membre & membre de (2) et (1) on trouve :
g"(x) = h"(x) +2¢'(x) — 24/ (x) + g(x) — h(z) =0
cest adire (g —h)"(x) +2(g —h)'(x)+ (g —h)(z) =0 (3)
Ce qui montre que la fonction g — h est solution de (F).
00 Réciproquement g — h est solution de (E) est équivalent a (3) soit a :

9"(x) +2¢'(x) + g(x) = h"(x) + 21/ (x) + h(z) (4)
Or d’apres (1) le second membre de cette relation vaut x + 3. donc (4) est équivalent a
9"(@) +2¢'(x) + g(x) = +3
Autrement dit g est solution de (E’).

4. La fonction £ est continue sur son ensemble de définition D, qui est égal a R; de plus
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lim k(x) = —oc; liIJlr'l k(x) =0

TH——00

et Vo € Dy, k'(z) = —(x+1) e™™.

k" s’annule au point —1 et est > 0 si et seulement si x+1 <0 c’est a dire x < —1.

Pour que le point 1(0,2) soit un point d’inflexion de la courbe (C) il suffit que k soit deux
fois dérivable et qu’au point 0, k" ”s’annule en changeant de signe”.

Cela est bien le cas puisque £”(z) = x e~ s’annule au point 0, est > 0 "apres 07 et négatif
“avant 07.

Voici le tableau de variations de k.
T.Vdex — k(x)=(z+2)e®

r —oo -1 +ao

k/ _|_ —

et voici la c§)grbe représentative de k.

)
©
-3 1 2 3 4 5
_91
-3+
—4 +
—5H+
EXERCICE 4.
1. a. La fonction f est continue et dérivable sur Dy =| — 1, +00] et
1
I = —o0; i - t Vo € Dy, f'(z) =2——.
lim, f(x) o0; lim f(x) =+o0 et Vo € Dy, f'(x) T2

La dérivée est donc strictement positive dans Dy.
Voici le tableau de variation de f.
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T.Vdex — f(x) =2In(1+ z)

r 41 ftoo
f! +
+po
f /
—0
et voici la courbe C ainsi que les quatre premiers termes de la suite sur le graphique.
4 —
| |
| |
: |
2 S !
[ | |
[ !
Yo | '
27 Yo | !
o | :
N | :
Lo [ !
L I !
1 T 1 | | |
L | |
U | | |
[} | | |
i 0 ' | Lo ! | | |
-1 1 4 5 6
A U4 U3 U u1 U
14

b. La fonction ¢ est continue et dérivable sur Dy et

_1—:)3
14z

lim f(x) = —o0; Vo € Dy, '(z) = f'(z) — 1

r——1

Lorsque z tend vers +00, nous sommes en présence d’une indétermination de la forme

In(1
7 4+ 00 — 00”, mais on peut écrire : £(z) = x(u - 1).
x
In(1 . In(1 +
Lorsque z tend vers +o00, M a pour limite 0; donc le facteur M — 1 a pour
limite —1. Par conséquent lirf l(x) = —o0.

Voici le tableau de variation de /.
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T.Vdex — l(z) = f(x) —z;a=4£(2) =2In3 —2~ 2,2

x 2 A +o00

La fonction ¢ étant continue et strictement décroissante dans I = [2, +oo], réalise une bijec-
tion de I dans ¢(I) = J = [—o0, af; et puisque le réel 0 appartient a .J, il a dans l'intervalle
I un seul antécédent par ¢, autrement dit, '’équation ¢(z) = 0 a dans I une solution unique

A
Ce A est alors 'unique élément de I tel que f(A\) = .

2. a. Voir graphique.

b. La fonction f étant continue et strictement croissante dans I = [2, +oo, réalise une
bijection de I dans f(I) = [f(2), +oo[; et puisque f(2) = 2In3 ~ 2,19 est > 2, f(/) est
contenu dans I.

Démontrons maintenant par récurrence la propriété : Vn € N, P, avec P, : "U, > 27

[ Initialisation : Uy = 5, donnée de I’énoncé. Donc Uy > 2 et P, est vral.

00 Héritage : Supposons la propriété vérifiée jusqu’a un rang n, en particulier P, vrai (
c’est a dire U, > 2 ou U, € I) et montrons que P, ; est vrai.

U,el (Hypothese de récurrence)
f(I)ycl = U1 =f(Uy) €l & Uyy >2
Un—i-l = f(Un>
2 2 2
. Vx €2, , f'(x) = ——; donc Vx €]2, O0< ) € —— = =
c. Vo €]2, 400, f'(x) T2 on2<::v 12, 00| _f(:):)_lJr2 3
Conclusion Vz €2, +oo[, | f'(z)| < 3
2
d. Soit n € N. Les réels U,, et A appartiennent a [2, +00], intervalle dans lequel |f’| < 3
on peut donc appliquer 'inégalité des accroissements finis au couple (Up, A) :
2
AU = FO < 5 U= AL
c’est a dire, puisque f(A) = A
2
|Unt1 — Al < 3 U — Al
2
Posons ‘Un — )\} =, ; la relation précédente devient alors 0<d,, 11 < 3 on (D).
Si au lieu de ”<” on avait "=", la suite d,, serait une suite géométrique et on pourrait
AL
immédiatement écrire 0,1 = <§> 0g. C’est pourquoi d’aucuns disent d’une suite vérifiant

(1) qu'elle est sous-géométrique

Utilisons la méme méthode : donnons a n toutes les valeurs entieres possibles entre 0 et p,
p entier > 0; multiplions ensuite membre & membre (Nous sommes en droit de le faire par
ce que nous manipulons des nombres positifs). Il vient :
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So 010y Gpe1 < = 0o = & ..%5,,

+OJ|[\D

50 c’est a dire (tout en remplagant p

2

3

2

et en simpliﬁantﬁ par g 01...0, : 0 < dppq < <§

par n)

2\ n+1
V’I’LEN, 0< Un+1—)\‘ S (g)
0(2) ~ 2,2 est positif, £(3) ~ —2,2 est négatif, donc d’apres le théoreme des valeurs
intermédiaires, A est compris entre 2 et 3.
Puisque Uy = 5, on en déduit que |Uy — A| < 3 et la relation (2) entraine :

UO—A(

n+1 2
VneN, 0 < Un+1—)\’§3(—> 2(—)
3 3
AN
Cette derniere relation s’écrit aussi : Vn € N, 0 < 0,41 < 2<§)
AN
En remarquant que liT 2(5) = 0, on conclut par le théoreme des gendarmes que
hr}rﬂ Ons1 = 0, soit lir}rl 0, =0, c’est a dire lim |U, — )\‘ = 0, enfin lir}rﬂ U,— A
AL 2\ n—1
e. La relation Vn € N, U, — )\‘ < 2<§> s’écrit aussi Vn € N*, |U,, — )\‘ <= 2<§> )
1 AN 1
Donc pour qu'un entier n vérifie |U,, — \| < 02’ il suffit que 2(§> < 10
n— 2
Cette relation est équivalente a : In (5) <In 200 © ‘est a dire (n—1)In 3 < —1In200
1> In 200 fnal fn > In 200 41
R T B e T P s R
. . , . . In 200
Le plus petit entier vérifiant cette relation est p = E (m + 1) +1=15
n3 —In

2. En toute rigueur, avant de simplifier, il faut s’assurer qu’aucun des 6, n’est nul. En fait, on peut montrer
que c’est le cas ici. Dans le cas général, si un des J, est nul, la suite est stationnaire donc convergente.
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