Chapitre V

Produit Scalaire et Applications

1 Produit scalaire de deux vecteurs

1.1 Définition et premiéres caractérisations

Définition (produit scalaire)

Soient u et v deuz vecteurs du plan. On appelle produit scalaire de U et v etlon

— — .
note u - v le nombre réel défini par :
X €OS (u, v) st uFEQ et v#Q ;

— — —
@u-v:HuHx v

— e —
-v=0 st u=0 ou v=0.
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Proposition V.1 (carré scalaire)
2

— —

— — . —
Pour tout vecteur w, on note u - u= u : c’est le carré scalaire de u.

—2 — 2 . — —2
On a alors v = ||u soit |||lull=Vu .

Définition (projeté orthogonal)

Soient 9 une droite et A un point du plan.

® Si A¢ 2, on appelle projeté orthogonal de A sur 2 l'unique point H € 9 tel
que les droites (AH) et 9 soient perpendiculaires.

@ Si A€ 9, il est égal a son projeté orthogonal sur 9.

Théoréme V.1 (produit scalaire et projeté orthogonal)

Soient A # B et C trois points du plan. On note H le projeté orthogonal du point C'
sur la droite (AB). Alors

AB-AC=AB - AH= +AB x AH.

1.2 Propriétés fondamentales

Proposition V.2 (orthogonalité de vecteurs)
Soient © et v deux vecteurs du plan.

— — . R
Ona u-v=0 siet seulement si u=0 ou

Théoréme V.2 (produit scalaire et opérations)

- —

v=0 ou

(%5)=3m

On dit alors que u et v sont orthogonaux et l’'on note ulv.

Soient ﬂ, v et w des vecteurs du plan et X un réel. Alors :

?ZU'U
-(U+E§)

@E’-(Ai):,\?j.?.
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—  — —  —
=UuU -V 4+ Uu-w.

Proposition V.3

Soit u un vecteur du plan. Alors u-u >0 et

Théoréme V.3 (identités remarquables)

—
u -

Soient u et v des vecteurs du plan. On a alors :

— —>2 —2 — — —2
@(u—l—v) =u +2u-v +v
— —>2 —2 — — —2
@(u—v) =u —2u-v+v
— — — — —2 —2
®<u+v)~<u—v>:u—v

—
u

O<:>ﬂ:6.
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Corollaire (identités de polarisation)

Soient u et v des vecteurs du plan. Alors :

—  — 1 ~> 4>
u - v = —
2
(u
— =2 — =2
(UHH—Hu-vH)

1.3 Expression Analytique

- \HI )

N[ =

1
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Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (O, 7, j).

Proposition V.4

Soient U=z i +yjetv=a i +y

" j deuz vecteurs du plan. Alors

xx' +yy'.

- —
u - v=

En particulier, U et v sont orthogonauz si et seulement si xx’' + yy = 0.

Remarque : on peut redémontrer toutes les propriétés déja évoquées en utilisant cette
expression analytique du produit scalaire.

2 Applications Géométriques

2.1 Théorémes de la Médiane

Théoréme V.4 (de la médiane)

Soient A et B deuz: points du plan et I = m[AB]. Alors pour tout point M, on a

1
D MA2+ MB2=2MI?+ 5ABQ.
® MA?— MB?=2MI - BA.

— 1
® MA-MB=MI* - JAB®.

2.2 Relations métriques dans le triangle

Dans toute cette section, ABC est un triangle. On note a = BC, b = AC' et ¢ = BA.

Théoréme V.5 (d’Al-Kashi)
Dans le triangle ABC, on a :

@ a? = b2 + 2 — 2be cos (21\)
@ b? = a? + ¢ — 2ac cos (§>

® 2

a® + b% — 2ab cos (5)

Théoréme V.6 (formule des sinus)

On note ./ laire du triangle ABC. Alors :
1 L 1 . (5 1 (A
© = ibc sm(A) =5ca sm(B) = iab sin (C)

2.  sin (E) sin (E) sin (é)
@ abe a - c - c

2.3 Equations de droites et de cercles

Définition (vecteur normal)

Soient 9 une droite du plan et n un vecteur non nul. On dit que n est un vecteur
normal de la droite 9 s’il est orthogonal a un vecteur directeur de 9.

Théoréme V.7 Soient A un point du plan et n un vecteur non nul du plan. L’ensemble

9 = {M € 9/ AM - n= O} est la droite passant par A et de vecteur normal n.

Théoréme V.8 (équation cartésienne d’une droite)

® Toute droite du plan de vecteur normal n=a 7 +b j admet une équation carté-
sienne de la forme ax + by + ¢ = 0.

@ Réciproquement, soient a, b et ¢ des réels avec (a;b) # (0;0). L’ensemble des pomts

M(x;y) tels que ax + by + ¢ = 0 est une droite de vecteur normal n=a i +b 7.
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Théoréme V.9 (équation cartésienne d’un cercle)

Soient Q(a;b) et R > 0. Alors le point M (x;y) appartient au cercle € de centre Q et
de rayon R si et seulement si

(2= +(y—b)°=R?|

2.4 Formules d’addition des sinus et cosinus

Théoréme V.10 (formules d’addition)

Pour tous réels a et b, on a :

® cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b).
@ cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b).
® sin(a + b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a).
@ sin(a — b) = sin(a) cos(b) — sin(b) cos(a).

Corollaire (formules de duplication)

Pour tout réel a, on a :

® cos(2a) = cos?(a) —sin®(a) = 2cos?(a) — 1 = 1 — 2sin*(a).

@ sin(2a) = 2sin(a) cos(a).
3 Extension a I’espace

— —
L’espace est muni d’un repére orthonormé (O, 57, k;)

3.1 Produit scalaire et orthogonalité

Théoréme V.11 (expression analytique du p.s.)

Soient u=x ? +y j +z Z et v=1a ? +y' 42 ; deuz vecteurs de I’espace. Alors

U v=xx +yy + 22/

En particulier, u et v sont orthogonauz si et seulement si xa' +yy' + 22’ = 0.

3.2 Equations d’ensembles remarquables

Théoréme V.12 (équation cartésienne d’un plan)

® Tout plan de vecteur normal n=a 7 +b j +c Z admet une équation cartésienne
de laforme’ax—i—by—i—cz—kdzo.

@ Réciproqguement, soient a, b, ¢ et d des réels avec (a;b;c) # (0;0;0). L’ensemble des
points M(a:'y, ) de leepare tels que ax + by + cz +d = 0 est un plan de vecteur

normal n—az +b] +c]<;

Théoréme V.13 (équation cartésienne d’une sphére)
Soient Q(a;b; ¢) un point et R > 0. Alors le point M (x;y; z) appartient a la sphére &
+(z—¢)? :R2.‘

de centre () et de rayon R si et seulement si ’ (x —a)? + (y — b)?

Définition (cylindre)
Soient A une droite de l’espace et R > 0. On appelle cylindre d’axe A et de rayon
R I’ensemble des points M de l’espace tels que d(M,A) =

Remarque : c’est aussi la surface de révolution obtenue en faisant tourner autour
de I'axe A une droite 2 paralléle & A.

Théoréme V.14 (équation cartésienne d’un cylindre)
Soient A(a;b;c¢) et R > 0. Alors le point M (x;y; z) appartient au cylindre d’aze (A7 E)
+(y — b+ = R |

et de rayon R si et seulement si ’ (x —a)?

Définition (céne)
Soient 9 et A deuz droites de l’espace sécantes en S. On appelle come de révolution

de sommet S, d’axe A et de génératrice 7 la surface obtenue en faisant tourner la
droite 9 autour de A.

Théoréme V.15 (équation cartésienne d’un cone)
Soient A(a;b;c) un point et 0 €)0;w/2[. Alors le point M (x;y; z) appartient au cone de

sommet A, d’aze (A, Z) et dont la génératrice fait un angle 0 avec cet aze si et seulement

si ’ (x —a)®+ (y — b)?+ = (z — ¢)? tan?(0). ‘




