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DERIVATION DE LA RELATION D’EQUILIBRE DU CAPM

Ce document presente le passage de la droite de marché des capitaux (CML ou Capital Market
Line) aladroite de marché destitres (SML ou Security Market Line).

Rappel : Lorsgue le portefeville d actifs risqués est le portefeuille de marché (portefeille
largement diversifié), la droite d alocation du capital (CAL ou Capital Allocation Line) constitue
la droite de marché des capitaux. La droite de marché des capitaux est propre aux portefeuilles
efficients (et a certains titres, rares, efficients) et se décrit dans I’ espace « rendement espéré, écart
type. La droite de marché des titres est propre a tous les titres et portefeuilles, et se décrit dans
I’ espace « rendement espéré, béta ». Sur la CML, on ne retrouve que des portefeuilles efficients.
Sur laSML, on doit retrouver tous les titres et portefeuilles, efficients ou non-efficients.

Pour établir trés simplement la relation du CAPM, imaginons un portefeuille P qui combine le
portefeuille de marché M et un titre individud i, titre quelconque que I'on cherche a évaluer
(déterminer son rendement espéré). Par définition, cette combinaison ne peut pas étre en dehors
de I’ enveloppe ou de la frontiére des portefeuilles efficients.
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Au point M, la combinaison de M et de i aura une pente égae a celle de la CML. Plus
formellement :
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p désigne le portefeuille qui combine le portefeuille de marché M et letitrei,
X; désigne la proportion de I'actif i dans le portefeuille p (x;=0 signifie que I’on est au
point M, i.e. que 100% du portefeuille est investi dans M et 0% dansi.

On peut donc écrire :
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La pente de la courbe représentant |’ ensemble des combinaisonsde M et de i peut étre exprimée
comme suit:
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Del’équation (1), on &
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Note: Pour deriver s , par rapport ax;, il suffit de reconnaitre que
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est de laforme V(x):ul/z dont laregle de dérivation est ﬂ = EU_% %
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Au point M, I'écart type du portefeuille P est égal a celui du portefeuille de marché M, i.e.
S, =S, & X; =0. Par conséquent, en remplagant dans I’équation (4) s , =s ,, et X; =0,
on obtient :

ds S,

—P -_m M 5
dx |X; =0 S ©

En remplacant les expressions (3) et (5) dans (2), on obtient :
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En égalisant (6) ala pente de la droite de marché destitres (CML), on &
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Enisolant E; , on obtient:
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Larelation (7) est I’équation de la SML. D’ aprés le CAPM, tous les titres individuels et tous les
portefeuilles doivent se conformer & cette relation.

Il est également trés facile de dériver la relation de la SML pour les portefeuilles efficients.
Rappelons que tous les portefeuilles efficients se retrouvent sur la CML et que tous les
portefeuilles qui sont situés sur cette droite sont tous parfaitement et positivement corrélés avec le
portefeuille de marché, i.e.

rem = +1.
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S m

relation peut étre réécrite comme suit :
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Tous les portefeuilles efficients se retrouvent donc sur la SML et sur la CML. Seuls les
portefeuilles efficients sont situés sur la CML.
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L’éguation du SML ou la relation du CAPM sexplique assez intuitivement: Le taux de
rendement requis d'un titre ou d'un portefeuille (efficient ou non) est égale au taux de rendement
dans risque auquel s gjoute une prime de risque proportionnelle a la quantité de risque du titre. Le
taux de rendement sans risque est la rémunération pour le sacrifice d’une consommation
immédiate. C'est la prime du temps. La prime de risque est égale a la quantité de risque que
multiplie le prix du risque. La quantité du risque qui est rémunéré par le marché est mesurée par
la contribution du titre au risque du portefeuille de marche, i.e., s im/s 2 =bh,. Cest lerisque
systématique. La prime de risque de marché constitue le prix par unité de risque sur le marché.

Avec le risque de marché s mm/s 2 =Pp_ =1, leprix du risque ou la prime de risque de marché
est lapente dela SML ((Em - rf)ll).

Les titres situés au dessus de la SML (par exemple, le titre S sur le graphique ci-dessus) dans
I"univers « rendement espéré, béta» offrent un rendement supérieur a leur rendement dit normal
étant donné leur niveau de risgue systématique. Ces titres sont donc sous-évalués par le marché
(prix faibles par rapport au prix d’équilibre. Dans un marché efficient, la demande de ce titre va
augmenter, poussant a la hausse son prix, et ce jusqu’au cours ou prix d équilibre. A ce niveau le
rendement est proportionnel au niveau de risque, tel que stipulé par la relation du CAPM. A
I’ opposé, les titres situés au dessous de la SML (par exemple, le titre U sur le graphique ci-
dessus) offrent un rendement inférieur & leur rendement normal. Ils sont sur-évalués sur le
marché. Les investisseurs vont vendre ces titres pour profiter de leur sur-évaluation, entrainant a
labaisse leurs prix. A I’ équilibre, tous les titres devraient se retrouver sur laSML.



