TS ROC Année 2014/2015

Commentaires :

- Les ROC marquées d'un X font partie des capacités attendues et sont donc exigibles.

- Les ROC marqguées (x) sont difficiles.

- Lorsqu’une ROC est accompagnée de questions, il faut se laisser guider par ces questions.
- Lorsqu’'une ROC est déja tombée au bac, ceci est indiqué

| SUITES

ROC1KX (au programme)

Théoréeme

Soit (un) et (vqy) deux suites telles que u, < v, a partir d'un certain rang
» Si limu, = +oo alors limv, = +o.
N->+00 N->+00
» Si limv, = —w alors limu, = —w.
N—>+00 N—>+00
Prérequis

Soit (Un) une suite
On dit que la suite (u,) tend vers +oo lorsque tout intervalle de la forme JA; +oo[ contient tous les termes de la suite &
partir d'un certain rang.

Question
Soit (un) et (vq) deux suites telles que u, < v, a partir d’'un certain rang et Jig}oun = +o0. Démontrer que nIir;rt]ovn = +o0,

Solution

Soit I un intervalle de la forme JA; +oof.

Comme n'l'll““ = +oo alors, par définition, | contient tous les termes de la suite (u,) a partir d’un certain rang n;. De
plus u, < v, a partir d'un certain rang n,. Posons ny = max(nl ; n2> alors pour tout entier naturel n > ng, onau, < |

c'estadire A < u, etu, < v, donc A < v,. Donc l'intervalle | contient tous les termes de la suite (v,) a partir d’'un
certain rang no donc lim vy = +oo.
——+00

ROC 2 (au programme)

Théoréeme

” Si la suite (u,) est croissante et converge vers un réel L alors, pour tout entier naturel n, u, < L.
Prérequis

Soit (Uy) une suite
On dit que la suite (u,) converge vers un réel L lorsque tout intervalle ouvert contenant L contient tous les termes de
la suite & partir d’'un certain rang.

Question
Soit (Un) une suite croissante qui converge vers un réel L. Démontrer que pour tout entier naturel n, u, < L.
Solution

On raisonne par I'absurde. On suppose gu'il existe un entier naturel no tel que u,, > L. Comme la suite (u,) est
croissante alors, pour tout entier naturel n > ng, on a u, > un, ce qui est contredit le fait que l'intervalle ouvert
]—oo X uno[ qui contient L, doit contenir tous les termes de la suite (u,) a partir d'un certain rang.



ROC 3 (au programme et vue au bac Liban - Mai 2008 et Polynésie - Juin 2005)

Théoréme

” Toute suite croissante non majorée a pour limite +o
Prérequis
Soit (Un) une suite

On dit que la suite (u,) tend vers +oo lorsque tout intervalle de la forme ]A; +oo[ contient tous les termes de la suite &
partir d'un certain rang.

Question

Démontrer qu’une suite croissante non majorée tend vers +o

Solution

Soit (Un) une suite croissante non majorée et soit | un intervalle de la forme ]A ; o+ oo|: avec A réel.

Comme (u,) n'est pas majorée alors (u,) n'est pas majorée par A donc il existe un entier naturel nq tel que u,, > A.
Comme la suite (u,) est croissante alors pour tout entier n > ng, on a u, > Uy, donc u, > A.

L’intervalle | contient donc tous les termes de la suite (u,) a partir du rang no. Donc Jig}oun = o0,

ROC 4 (au programme)

Théoréme (Inégalité de Bernoulli)
” Pour tout réel a strictement positif, pour tout entier naturel n, (1 +a)" > 1 + na.

Preuve

Soit a un réel strictement positif. DéEmontrons par récurrence que la propriété P, : "(1+a)" > 1+ na" est vraie pour
tout entier naturel n.

Initialisation : (1 +a)° = 1 et 1+ 0a = 1 donc P, est vraie.

Hérédité : Soit n un entier naturel quelconque fixé. Supposons que P, est vraie c'est adire (1+a)" > 1+na
(hypothése de récurrence).

En multipliant par 1 +a > 0, (1 +a)™ > (1 +na)(1 + a) donc en développant, (1 +a)™ > 1+ (n+1)a+na?. Or
na?>0doncl+(n+1l)a+na?>1+(n+1)a

Par conséquent, (1+a)™ > 1+ (n+ 1)a donc la propriété P,,; est vraie.
Conclusion : La propriété P, est vraie au rang 0 et est héréditaire donc elle est vraie pour tout entier naturel n

ROC 5 X (au programme)

Théoréeme

” La suite (q") avec g > 1 a pour limite +oo
Prérequis
1) Inégalité de Bernoulli.

2) Théoréme de comparaison.
Question

Démontrer que la suite (") avec g > 1 a pour limite +o

Solution

Comme q > 1 alors il existe un réel a strictement positif tel que g = 1 + a.

On a donc, pour tout entier naturel n, q" = (1 +a)".

D’aprés I'inégalité de Bernoulli, pour tout entier naturel n, (1+a)" > 1 +nadonc q" > 1+ na.
Or, comme a > 0 alors lim(1 +na) = +w donc, par comparaison, limq" = +o.



Il Probabilités conditionnelles

ROC 1 X (au programme et vue au bac Centres étrangers - Juin 2009 et Nouvelle Calédonie - Novembre 2005 (sans prérec

Théoréme
Soient A et B deux événements d’'un méme univers Q et P une probabilité sur Q.

Si A et B sont indépendants pour la probabilité P alors il en est de méme pour A etB.
Prérequis
On rappelle que deux événements A et B sont indépendants pour la probabilité P si et seulement si :
P(ANB) = P(A) x P(B).
Question
Soient A et B deux événements associ€s a une expérience aléatoire
1) Démontrer que P(B) = PBNA) +P(BNA).

2) Démontrer que, si les événements A et B sont indépendants pour la probabilité P, alors les événements A et B le
sont également.

Solution

1) AUA = Q (univers)

Les événements B N A et BN A sont incompatibles et leur réunion est B donc P(B) = P(BNA) +P(BNA)
2) Soit A et B deux événement indépendants.

p(BNA) =P(B)-P(BNA)=P(B)-P(B)xP(A) = PB)(1-P(A)) = P(B) xP(A)

Donc les événements A et B sont également indépendants.

Il Dérivées et primitives

ROC 1 (vue au bac Métropole - Septembre 2007)

Question

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle | et n € N*\{1}
Démontrer que u" est dérivable sur I et (u")’ = nu'u™!
Solution

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle | .
Montrons par récurrence que :

vne N*\{1}  (u")' = nu™tu’
Propriété Ry
Initialisation
(u2) = (@uxu) =uxu +u xu=2u2txu' doncR, estvraie.
Hérédité
Soit p e N*\{1} quelconque fixé, supposons que R, est vraie, c’est-a dire que (uP)' = puP-u’
[Montrons que, sous cette hypothése, R,,; est vraie, c’est-a dire que (uP*)' = (p + 1)uPu’']
En effet : (uP)" = (uP x u)’
= (UP) xu+uPxu'" par dérivée d'un produit
= puPtu’ xu+uP xu d'aprés I'hypothése de récurrence,
= puPu’ +uP x u’
= (p+ 1)uPu’
Conclusion
La propriété est vraie au rang 2 et héréditaire donc R, est vraie pour tout n € N*\{1}:
[Onamontré que Vn e N*\{1}  (u")" = nu"™*u’ ]



IV Complexes (partie 1)

ROC 1 (vue au bac Métropole - Juin 2010 et Juin 2014

Prérequis

Soit z un nombre complexe tel que z = a + ib ol a et b sont deux nombres réels. On note z, le nombre complexe
définipar z =a—ib

Questions

1) Démontrer que, pour tous nombres complexes zetz', zxz' = %7

2) Démontrer que, pour tout entier naturel n non nul, et tout nombre complexe z, " = (7) "
Solution

l)z=a+ibetz =a +ib’ ol a, b, a eth’ sontdes nombres réels.

D'unepartzxz = (a+ib)x (@ +ib') = (aa’ —bb') +i(a’b+ab’) donc Ix7 = (@aa' —bb') —i(@’b+ab")

D’autre part 7x 17 = (a—ib)@ —ib") = (@aa’ —bb') —i(a’b +abh")
Dou zxz =12 x 17
2)Soitze C

Montrons par récurrence que :

%—I
Propriété Rn
Initialisation
e — 1
(a+ib)! =a—-ib= <a+ ib> donc R; est vraie
Hérédité

. . . < - - —\P
Soit p € N* quelconque fixé, supposons que R, est vraie, c’est-a dire que zP = (z ) .

R . . — — Pl
Montrons que, sous cette hypothése, Ry, est vraie, c’est-a dire que zP? = ( z ]
p

En effet: zP1 = zP xz

=P xz (d'aprés la propriété sur le conjugué d'un produit)

(7) "x7 (d'apres I'hypothéese de récurrence)
()"

La propriété est vraie au rang 1 et héréditaire donc R, est vraie pour tout n € N*,

[On a montré que Vn € N* o (7>n]

Conclusion

ROC 2 (vue au bac Centres étrangers - Juin 2007

Questions

1) Démontrer qu'un nombre complexe est imaginaire pur si et seulement si 7 =2
2) Démontrer qu'un nombre complexe est réel si et seulement si 7=z

Solution

On pose z = a+ib ou a et b sont deux nombres réels.

Z =-7 < (a—ib)=—(a+ib)
l) < 2a=0
< a=0
< z est imaginaire pur



7=z < (a—ib)=a+ib
=b=0
< z est réel

VIl Fonction exponentielle

ROC 1 X (%) (au programme)

Théoréeme

” Il existe une unique fonction dérivable sur R égale & sa dérivée et qui vaut 1 en 0.
Questions

On admet I'existence d’une telle fonction. Montrons I'unicité.
1) Soit f une fonction définie et dérivable sur R égale a sa dérivée et qui vaut 1 en 0. On considére la fonction h
définie sur R par h(x) = f(x) x f(—x).
a) Montrer que h est une fonction constante. (On déterminera sa valeur)
b) En déduire que f ne s’annule pas sur R
2) Soit f et g deux fonctions définies et dérivables sur R égales a leur dérivée et qui vallent 1 en 0. On considére la
fonction k définie sur R par k(x) = f(—x) x g(x).
a) Montrer que k est une fonction constante. (On déterminera sa valeur)
b) En déduire que f et g sont égales.
c¢) Conclure
Solution
1)
a) h est dérivable sur R comme composée et produit de fonctions dérivables.
vxeR:
h'(x) = f'(x) x f(—x) — f(x) x f'(-x)
h'(x) = f(x)f(—x) — f(x)f(—x) car f = f
h'x) =0
Comme, h’ est nulle sur R alors h est constante sur R.
Or h(0) = f(0) xf(0) = 1
Donc, Vx € R, h(x) =1
b) vx € R, h(x) = 1 c’est a dire f(x) x f(—x) = 1 donc f(x) # 0
2)
a) k est dérivable sur R comme composée et produit de fonctions dérivables.
vxeR:
K'(x) = = '(=x) x g(x) + f(-x) x g ' (x)
k'(x) = —f(—x) x g(x) +f(x) xg(x) carf =f' etg = ¢’
k'(x) =0
Comme k' est nulle sur R alors k est constante sur R .
Or k(0) = f(0) x g(0) = 1
Donc, Vx € R, k(x) =1
b) vx e R :
k(x) =1
= f(—x)xgx) =1
< f(x) x f(—x) x g(x) = f(x) (en multipliant par f(x) + 0)
< g(x) = f(x) (car f(x) x f(—x) = 1)
Donc f et g sont égales
¢) On a démontré I'unicité d’'une fonction dérivable sur R égale & sa dérivée et qui vaut 1 en 0.



ROC2 X (au programme)

Théoréeme

Prérequis

lime* = +oo

X400

1) La fonction exponentielle est dérivable sur R et sa dérivée est elle-méme

2)e’ =1
3) Théorémes de comparaison
Questions

On considére la fonction f définie sur R par f(x) = e* —x
1) Etudier les variations de f sur R

2) En déduire que pour toutx € R, eX > x+1

3) En déduire que Xﬁrﬂoex = +o0

Solution

1) f est dérivable sur R comme différence de fonctions dérivables.

VXE[RZf,(X)=eX—l.
ffX)>0=eX>1 x>0

X —00 0 +00
signe de - 0 +
variations de . e

1

2) vx € R, f(x) > 1 donc e* > x + 1.

3) Or lim (x + 1) = +oo donc, par comparaison, lim e* = +o
—>400 —+00

ROC 3 (au programme)

Théoréeme

Prérequis (sans In)

lime*=0

X—>—00

lime* = 400

X—+00

Question

Montrer que lim e* = 0
—>—00

Solution
vx € R, onae* = 1_X
e
lim —x =+
X——00 . - e - X
i donc, par limite de composée, lim e
Jim e* = 40 Xm
—>+00

VIl Complexes (partie 2)

ROC 1 (vue au bac Centres étrangers - Juin 2007

Questions

= +oo donc, par limite d’'inverse, XIim eX=0
—>—00

Démontrer que pour tout nombre complexe z, on a I'égalité : zz = |z|?

Solution
On pose z = a+ib ou a et b sont deux nombres réels.
2z = (a+ib)(a-ib) = a?-i%h? = a? +b? = |z|?



ROC 2 (vue au bac Amérique du Nord - Juin 2006 et Pondichéry - Avril 2012

Prérequis
Le module d’'un nombre complexe z queconque noté |z| vérifie |z]*> = zz ol z est le conjugué de z.

Questions

Démontrer que :
1) Pour tous nombres complexes z; et z, |21 x 22| = |21] x |22|

2) Pour tout nombre complexe z hon nul, |% | = |71|

Solution
1) Pour tous nombres complexes z; et z; :

21X 2o = 21 X 22 21 x 23 =21 XZa X 71 % 23 = |2 x [22]? dONC |21 x 25| = Jz1] % [22]
2) Pour tout nombre complexe z non nul :

1 1 1 1
2l x| 4]=|zx 2] =111=1donc |+| =

ROC 3 (vue au bac Asie - Juin 2006 et Liban - Mai 2011

Prérequis
On sait que si z et z' sont deux nombres complexes non nuls, alors arg(zz') = arg(z) +arg(z') (2r)
Question

Soient z et z' sont deux nombres complexes non nuls. Démontrer que arg(%) = arg(z) —arg(z') (2n)
Solution
arg(z) = arg(% X z’) = arg(%) +arg(z') donc arg(%) = arg(z) —arg(z') (2n)

ROC 4 (vue au bac Centres étrangers - Juin 2006

Prérequis
1) Si z est un nombre complexe non nul, on a I'ééquivalence suivante :
lz| =7 z = r(cosé +isind)
f==4
arg(z) = 0 (2n) r>0

2) Pour tous nombres réelsaeth:

cos(a+b) = cosacosh —sinasinb

sin(a+b) = sinacosb + sinbcosa

Question

Soient z et z' sont deux nombres complexes non nuls. Démontrer que |zz'| = |z| x |z'| et arg(zz") = arg(z) + arg(z") (2n)
Solution

On écrit z et z' sous forme trigonométrique :

Z = |z|(cosO +isin) etz = |z'|(cosO’ +isinb")

ou 0 désigne un argument de z et ' un argument de z'.

Onadonc:zz' = |z| x || x (C0sO + isin@) x (cosO’ +isinf")

<=2z’ =z x |7 % [(gos@cos@’ —sin95in9£> + i(pos@sin@’ + cos@’sinQ) }

Or cosfcosf’' —sinfsing’ = cos(0 + 6') et cosOsind’ + cosH’ sind = sin(@ +0")
On en déduit que zz' = |z| x |z'| x [cos(6 + 6") +isin(@ + 6')]

On reconnait la forme trigonométrique de zz' avec :

d'une part : zz'| = |z| x |z'|

d’autre part : arg(zz') = 0+ 0' (2n) c’est adire arg(zz') = arg(z) +arg(z') (2r)




ROC 5 (vue au bac La Réunion - Juin 2010

Question

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormal direct (O;ﬁ;V)
Soient A, B et C trois points du plan d’'affixes respectives a, b et c.
On suppose que A et B sont distincts, ainsi que A et C.

On rappelle que mes(U,A_B)> =arg(b-a) 2r)

4 B AC) — c—a
Démontrer que mes(AB,AC) = arg( b_a ) (2m)
Solution

arg( g:z ) = arg(c —a) —arg(b —a) (2x) (d'aprés la propriété sur I'argument d’un quotient)
mes(ﬁ,A_C)> - mes(ﬁ,A_B)> (2m)
mes(ﬁ,A_C)> + mes(A_B),ﬁ> (2m)

—_— — . . . z
mes (AB,AC) (2r) (d'aprés la relation de Chasles sur les angles orientés de vecteurs)

ROC 6 (vue au bac Amérique du Sud - Novembre 2006

Question
Le plan complexe est muni d’un repére orthonormal direct (O;ﬁ;V)
On rappelle que pour tout vecteur W non nul d'affixe zon a fz| = || W||.

Soient M, N et P trois points du plan, d'affixes respectives m, n et p tels que m = n.
Interpréter géométriguement le nombre | ﬁ:m |

Solution
ﬁ — m | = {E — m{ (d’apreés la propriété sur le module d’un quotient)
[M]
[an]
- MP.
MN

IX Intégration

ROC 1 (%) (au programme)

Théoréeme

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle |:a ; b] (aveca < b)

La fonction F définie sur [a; b ] par F(x) = If(t)dt est dérivable sur [a; b ]
a

et sa dérivée est f.

Preuve dans le cas ou f est croissante et positive.
Prérequis
Soit F et f deux fonctions définies sur unintervalle [a; b ] etxo € [a; b]

F'(x0) = f(xo) signifie que lm% = f(Xo)



Question

Soit f une fonction continue, positive et croissante sur [a ; b]. Soit F la fonction définie sur [a ; b] par
X

F(x) = [ f(tdt.
a

On veut montrer que la fonction F est dérivable sur [a ; b] et a pour dérivée f.
Soitxo € [a; b].
FOX) = o) _ 04

1) Montrer que, pour tout réel x de l'intervalle [a; b:| avec X # X, on a

X —Xo X —Xo
2)
a) On suppose x > Xo. Montrer que f(xo) < %EO(XO) < f(x)
On admet que si x < Xo alors f(x) < %EO(XO) < f(Xo)

b) Déterminer la limite de %EO(XO) lorsque x tend vers Xg
3) Conclure.
Solution

1) Pour x # Xo:

F(X) - F(Xo) _ J: f(t)dt - j:o f(t)dt
X —Xo - X — Xo
FOO) = Fxe)  JofOdt+ [ ftydt
X —Xo - X — Xo
F(x) — F(Xo) Jio f(t)dt + J: f(t)dt
X — Xo = X — Xo
_ “f(t)dt
F(X))( — )l(:o(Xo) = j;"_ X d'aprés la relation de Chasles
2)
a) Supposons que Xp < X
f est croissante sur | donc :
Vvt € [Xo,X], f(xo) < f(t) < f(x) d'aprés I'inégalité de la moyenne
YVt € [Xo,X], (X —Xo)f(X0) < IX f)dt < x—xo)f(x) or x—-X%¢>0
[* f(tdt ,
vVt e [Xo,X],  f(xo) < §<O——Xo <f(x) dapréslaquestion 1
vte xoxl  T0xo) = T ) <fx)

b) On admet que si x < X alors f(x) <

F(x) — F(xo)

x—Xo = f(Xo)

Comme f est continue en X, alors limf(x) = f(xo)
—>X0

D’'apres le théoréme des gendarmes :

¢) On a donc démontré que

Vxo € [a;b] Iim%;(xo) = f(Xo)

Vxo € [a;b]

lim SO = 0) _ gy

X—Xo

c’est a dire que

X=Xo

F ' (xo) = f(Xo)

Donc F est dérivable sur [a; b ] et a pour dérivée f.



ROC 2 (%) (au programme)

Théoréeme

” Toute fonction continue sur un intervalle admet des primitives

Preuve dans le cas ou l'intervalle est fermé borné.
Prérequis

1) Si f est une fonction continue et positive [ a; b ], la fonction F définie sur [ a; b | par F(x) = If(t)dt est dérivable

a
sur[a; b] eta pour dérivée f.

2) Toute fonction continue sur un intervalle fermé borné |:a ; b] admet un minimum.

Question

Soit f une fonction continue sur un intervalle fermé borné [a ; b]. Montrer que f a des primitives sur [a ; b].
Solution

Comme f est continue sur un intervalle fermé borné [a; b] alors f admet un minimum m sur |:a; b].

On considére la fonction g définie sur [a; b ] par g(x) = f(x) —m.

Comme la fonction g est continue et positive sur [a; b] alors la fonction G définie sur [a; b] par G(x) = Ig(t)dt

a
est dérivable sur [ a; b | et a pour dérivée g.

Alors la fonction F définie sur |:a; b:| par F(x) = G(x) + mx (m € R) est dérivable sur |:a; b:| et

F'(x) =G'(xX) +m = g(x) + m = f(x).

Donc F est une primitive de f.

Donc la fonction f a bien des primitives sur [a ; b:|. (Toutes les fonctions de la forme F + k avec k € R)

ROC 3 (au programme)

Théoréme
Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle |:a ; b] (aveca < b)

et F une primitive de fsur [a; b | alors

b
[fhdt = F(b) - Fa)

Prérequis

Si f est une fonction continue et positive [ a; b |, la fonction G définie sur [a; b ] par G(x) = If(t)dt est dérivable

a
sur[a; b ] eta pour dérivée f.

Question

Soit f une fonction continue et positive sur [a; b ] et F une primitive de fsur [a; b ]. Montrer que

b

[fhdt = F(b) - Fa).

a

Solution

F et G sont deux primitives de fsur [ a; b | donc, il existe un réel k tel que, pour tout réel xde [a; b, ona
X

F(X) = G(X) + k = jf(t)dt+ K.

a

b a b
On a alors F(b) - F(a) = (j f(t)dt + k) - O f(t)dt + k) - [yt

a a

10



ROC 4 (vue au bac Pondichéry - Avril 2010, Amérique N - Juin 2009, Polynésie - Juin 2008 et Antilles Guyane - Juin 2007)

Prérequis
Soient a et b deux réels tels que a < b et f et g deux fonctions continues sur l'intervalle [a ; b]
b
»Sif>0sur[a;b] alorsj f(t)dt > 0
a

» Pour tous réels a et j, j:[af(t) + Bg(t)]dt = « j: f(t)dt + ﬁj: g(tdt
Question
Démontrer que si f et g sont deux fonctions continues sur un intervalle [a ; b] (avec a < b) et si pour tout
t e [a:;b], f(t) < g(t) alors j :f(t)dt < j :g(t)dt

Solution
Pourtoutt e [a; b], f(t) < g(t) donc g(t) - f(t) > 0.
De plus la fonction (g — f) est continue sur l'intervalle [a ; b] alors, d’apres le pré-requis (positivité de I'intégrale),
[t - fty1at = o.
a
Or, d’apres le pré-requis (linéarité de I'intégrale), Ib[g(t) —f(t)]dt = Ib g(t)dt — Ib f(t)dt.
a a a

. b b b b
On en déduit doncf g(t)dt—j f(t)ydt > 0 doncf f(t)dt < I g(t)dt
a a a a

X Lois a densité

ROC 1 (au programme et vue au bac Métropole - Juin 2008 et Pondichéry - Avril 2014)

Théoréme

Soit T une variable aléatoire qui suit une loi exponentielle de paramétre A ou A est un réel strictement positif.
Alors Vt € R*,Vh € R*, Piroy (T > t+h) =p(T > h)

Prérequis

Soit T une variable aléatoire qui suit une loi exponentielle de paramétre A , ou A est un réel strictement positif.

t
On rappelle que pour toutt > 0, P(T <t) = Ile‘“dx
0
Questions

Soit la fonction R définie sur I'intervalle [0;+ +oo[ par R(t) = P(T > t)
1) Démontrer que pour toutt > 0 on a R(t) = e~*,
2) Démontrer que la variable T suit une loi de durée de vie sans vieillissement, c’'est-a-dire que pour tous réels t et h
positifs, P sy (T > t+h) = P(T > h)
Solution
t
DRO) =PT>t)=1-PT<t) =1-P(T<t)=1- j;te-de =1-[e*] =1-(-eM-1)=e"
0

2) Pour tous réels t et h positifs, ) )
_P@=9)N(@T=t+h)) POT>t+h) ety S
Pao(T=t+h) = PT=10) = pTsn ~ er —& - P(T>h)

ROC2 X (au programme)

Théoréeme

L'espérance d'une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de paramétre A ou A est un réel strictement

1

positif est n

11



Prérequis
X
L'espérance d'une variable aléatoire suivant une loi exponentielle est définie par E(X) = lim Ilte"“dt.
0
Questions

1) Montrer que la fonction F définie sur [0; + o[ par F(t) = —(t+ %)e"“ est une primitive sur [0; + o[ dela
fonction f définie par f(t) = Ate™
2) Montrer que I'espérance d’'une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de paramétre A ou A est un réel

strictement positif est %

Solution

1) F est dérivable sur [O ; o+ oo[ comme somme, produit et composée de fonctions dérivables.
F'(t) = -+ l(t+ %)e"“ = Me™ = f(t) donc F est une primitive de fsur [ 0; +oo[ .

2) Soit X une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de paramétre 7.

X
E(X) = lim | atedt
0

Orilte"“ = [—(t+ %)e"“]: = % —~ (x+ %)e‘“ = % + ——lxe-’z—e-’“ ,

XIir+n (-AX) = —©

—+00 . . ’ - -

Ona " ) ) donc, par limite de composée, lim (-Axe™) =0et lime™ =0
XI|m XeX = 0 (par croissance comparée) Koo Koo
——00

donc, par limite de somme et de quotient, E(X) = 1

A

Xl Logarithme népérien

ROC 1 (vue au bac Antilles Guyane - Septembre 2010

Prérequis (avec exp)

1) exp et In sont des fonctions réciproques l'une de l'autre

2) La fonction In est dérivable sur ]0; + o[

3) Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I. Alors e est dérivable sur | et (e¥)' = u'e"
Question

Montrer que pour tout x € :|O; +oo|:, onaln'(x) = %

Solution

vxe ]0; +oof, e =x

En dérivant chaque membre de I'égalité, ona vx € ]0; +oo[, In'(x)e"™® = 1 c’est a dire In'(x) = % (car x £ 0)

ROC 2 (vue au bac Antilles Guyane Juin 2006

Prérequis (sans exp)

1) La fonction logarithme népérien est dérivable sur ]O ;o oo|: et sa fonction dérivée est la fonction inverse

(- §)

2)In(1) =0

3) Soit u une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle 1. Alors Inu est dérivable sur | et (Inu)' = UT,
Question

Montrer que pour tous réels strictement positifs a et x, In(ax) = In(a) + In(x)

Solution

Soit a un réel strictement positif quelconque fixé. On considére la fonction f définie sur ]0 i oo|: par
f(x) = In(ax) — In(x)
f est dérivable sur ]0 ; o+ oo|: comme composeée et somme de fonctions dérivables.

12



vx e ]0; +oo|::f'(x)=a%(—%=0

Donc f est une fonction constante sur ]0 Do+ oo|:
Or f(1) = In(a) - In(1) = In(a) donc ¥x € |0; +oo[, f(x) = In(a) c’est & dire In(ax) = In(a) + In(x).

ROC 3 (vue au bac Antilles Guyane Juin 2006 et La Réunion - Juin 2007

Prérequis
Pour tous réels strictement positifs a et b, In(ab) = In(a) + In(b)
Questions

Montrer que pour tous réels strictement positifs a et b et pour tout entier relatif n :
1y __

1) |n(3) — —In(b)
a) = _

2) |n( g ) In(@) — In(b)

3) In(@") = nin(a)

diIn(ya) = %Ina

Solution
1 - n(L - - 1y__

1) |n( . ) +In(b) |n( L x b) In(1) = 0 donc |n( . ) In(b)
a) - 13y 13y _

2) In( b ) In(a s ) In(a) + In( o ) In(a) — In(b)

In@") = nin(a)
3) Montrons par récurrenceque VneN | ——————
Propriété R,
Initialisation :
In(@°) =In(1) =0etOlna=0
Donc Py est vraie.
Hérédité : Soit p € N quelconque fixé. Supposons que R, est vraie c’est a dire que In(a?) = pIn(a) (hypothese de
récurrence). Démontrons que, sous cette hypothése Ry.; est vraie c’est a dire que In(a”) = (p+ 1) In(a).
En effet : In(a**') = In(a? xa) = In(a”) + In(a) = pIn(a) + In(a) = (p+ 1) In(a)
Conclusion : La propriété est vraie au rang 0 et est héréditaire donc elle est vraie pour tout n € N.

Si n est un entier strictement négatif :

In(@") = In( 1 ) = —In(@™) = —(-n)In(a) = nin(a)

a—n

4)In(a) = In((ya)*) = 2In(ya) donc In(ya) = %Ina

ROC 4 (vue au bac Amérique du Sud - Novembre 2008

Prérequis (sans exp)
1) On rappelle que la fonction In est définie et dérivable sur ]0 ; + o[, positive sur [1 ; + o[, et vérifie :
»In1=0
» pour tous réels strictement positifs x ety, In(xy) = Inx + Iny
> VX € :|0; +oo|:, In'(x) = %
» In(2) =~ 0,69 a 1072 pres
2) Théoréme des gendarmes
Questions

On considére la fonction f définie sur ]0 ; + oo par f(x) = /X —Inx.
1) Etudier les variations de f et en déduire que f admet un minimum sur J0 ; + oo].

o - - Inx _ ¥X
2) En deduire le signe de f puis que, pour toutx > 1, 0 < 52 < S—.

Adii i INX
3) En déduire que xl_'HLT =0.

13



Solution
1) f est dérivable sur ]0 ; + oo car somme de fonctions dérivables .

w0 ;e 1100 = Ao -4 = L2

Or(x>0etyXx-2>0) =x>4

X 0 4 +00
signe def '(x) | - 0 +
D’ou le tableau de variation : I
variation def | | Va
I 2-2In2

Donc f a pour minimum 2 —2In2 sur J0 ; + oof
2) Or 2-2In2 ~ 0,6 donc d’aprés le tableau de variation de f : ¥x €]0 ; + o[, f(xX) > 0 c'est a dire Inx < JX.

vx > 1, 0 < Inx < /X donc, en divisant par x > 0,on a0 < InTx < —“XX
JX 1 . 1 N Anrd i InX
3) 55— = —. Or lim —— = 0donc, d'apres le théoréeme des gendarmes, lim 52 = 0*
A oy P J oo

ROC 5 (vue au bac Centres Etrangers - Juin 2008, Asie - Juin 2007 - Amérique du Nord - Mai 2012

Prérequis (avec exp)

X

1) exp et In sont des fonctions réciproques I'une de 'autre 2) xﬁrﬂoeT 400
Question
Montrer que lim ) 0
x—to X
Solution
In(x) _ In(x)

vxe 0; +o[,ona —* = o)

lim In(x) =+
X—=+00 eln(X)

In(x)

. .. . .- . In(x

X donc, par limite de composée, lim = +oo donc, par limite d’inverse, lim % =0
Ilm e = 40 X—>+00 X—+00

Xotoo X

XIl Géométrie dans I'espace

ROC 1 (%) (au programme)

Théoréme du toit

Lorsqu'un plan P; contenant une droite (d;) est sécant a un plan P, contenant une droite (d,) paralléle & (d)

alors la droite d'intersection (A) de ces deux plans est paralléle a (d;) et & (dz)

Preuve

Soit T un vecteur directeur de (d;) et (d;) et W un vecteur directeur de (A)

Soit (ﬁ : \Tf) un couple de vecteurs directeurs du plan P;. Comme la droite (A) est incluse dans P; alors les
vecteurs W, U et V7 sont coplanaires donc il existe un couple de réels (xi ; y1) tels que W = x,U +y1 V7.

Soit (ﬁ : v_z’) un couple de vecteurs directeurs du plan P,. Comme la droite (A) est incluse dans P, alors les
vecteurs W, U et V; sont coplanaires donc il existe un couple de réels (x; ; y2) tels que W = xoU +y, V3.

On adonc XU +Y1Vy = X2 U + Y2V3 SOit (X1 — X2)U = —y1V7 +YaVs

Supposons que X; — X, = 0 alors U = — le_lxz le_zxz Vv, donc les vecteurs U, v et v, sont coplanaires ce qui
est impossible car les plans P; et P, sont sécants.

Donc x; — X, = 0 donc y,Vy = y,V;
Supposons que y; # 0 alors vy =
plans P; et P, sont sécants.

Donc y; = 0. On en conclut que W = x; U donc les vecteurs U et W sont colinéaires donc la droite (A) est paralléle a
(dl) eta (dz)

Vi +

2V, donc les vecteurs V; et V; sont colinéaires ce qui est impossible car les

~<|~<
=

14



XIll Loi normale

ROC 1 X () (au programme - vue au bac Nouvelle Calédonie - mars 2014)

Théoréeme

Si X une variable aléatoire qui suit une loi normale N(0,1) alors
pour tout réel « € ]0; 1], il existe un unique réel positif u, tel que P(-u, <X <u,) =1-a

Questions
Soit f la fonction définie sur 'ensemble des nombres réels R par
2
ft)= —L_e 7,
vem

Soit H la fonction définie et dérivable sur [0 ; + oof par
HoO = P(x < X <x) = [ f(tt

1) Que représente la fonction f pour la loi normale centrée réduite ?

2) Préciser H(0) et la limite de H(x) quand x tend vers +o.

3) A I'aide de considérations graphiques, montrer que pour tout nombre réel positif x, H(x) = ZJZf(t)dt.

4) En déduire que la dérivée H' de la fonction H sur [0 ; + oo[ est la fonction 2f et dresser le tableau de variations de
Hsur [0; + oof.

5) Démontrer alors le théoréme énonce.

Solution

1) f est la densité de probabilité de la loi normale N(0,1)

0
2) H(0) = [ f(u)du = 0
0

X
XUHLH(X) = Xﬁrﬂo If(t)dt qui correspond a I'aire (en unités d’aire) du domaine situé entre la courbe et I'axe des

—X
t

abscisses. Donc XUHLH(X) = tﬂrﬂo If(u)du = 1 (c’est la probabilité d’'un événement certain).
—t

3) D'aprés la relation de Chasles, Vx > 0, H(x) = j: f(t)dt = j?x f(t)dt + j:f(t)dt.

Pour tout réel x > 0, f est continue et positive sur [—x,0] (avec -x < 0) et sur [0,x]

donc j?x f(t)dt et j: f(t)dt sont les aires des domaines hachurées sur la figure ci-dessous.

=X X

De plus la fonction f est paire donc ces deux aires sont égales.

Donc H(x) = | fx f(tydt+ [ f(ydt = 2] f(tydt

4) Comme f est continue sur R, alors, d’apreés le cours, la fonction x — j:f(t)dt est une primitive de f sur R, donc H
est une primitive de 2f sur R, donc H est dérivable sur R, et Vx € R,, H'(x) = 2f(x).

vx € R,, f(x) > 0 donc H'(x) > 0 donc H est strictement croissante sur R.,.

D’apres les résultats de la question 1), nous obtenons alors le tableau de variations suivant :

X ‘0 +00
1

Variations de H e
0

5) Sur R, H est continue (car dérivable) et strictement croissante a valeurs sur [0,1[. Or pour tout réel a tel que
a€]0;1],leréell—-a € ]0 ; 1|: donc d'apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un

unique réel positif u, tel que G(u,) = 1 —a, c'est-a-dire P(-u, < X < U,) = a.
15




ROC 2 (au programme)

Théoréme
” L'espérance d'une variable aléatoire X qui suit une loi normale N(0,1) est E(X) = 0
Prérequis

Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale N(0,1).

X2
Sa densité de probabilité f est la fonction définie sur R par f(x) = 1 ¢72
T
0 y
Son espérance E(X) est définie par E(X) = XEQL Itf(t)dt + yﬁrﬂo Itf(t)dt
X 0
Questions
Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale N(0,1).
On note f sa densité de probabilité et E(X) son espérance.
y
1) Pour tout réel y, déterminer Itf(t)dt.
0

y
2) En déduire yﬁrﬂo Itf(t)dt puis que E(X) = 0.

0
Solution

y y _ﬁ
1) Pour tout réel y, Itf(t)dt = ILte 2 dt. Par linéarité de I'intégrale,

0 0 \/Z
) VA G 2 ¥
[t = L[t 2dt- 1| 2 | -1 |1-¢2
) 27, J2r oz

y ¥ ¥ ¥

2) Par conséquent, lim Itf(t)dt= lim—L—( 1-¢ 2 |.Orlime 2 =0,donc lim—+—( 1-¢ 2 |=—-1_,

y—+o0 ” y—+o0 m y—+o0 y—+o0 m m

0 X_2 0
De méme, Itf(t)dt = %(e_ 2 - 1) donc lim Itf(t)dt =1
N LTt

X \/%
0 y
De plus, E(X) = lim [ titydt+ lim [ti(t)dt. Donc E(X) = —— - —1— =0
X =) 2w 2x

XIV Produit scalaire

ROC 1 X (au programme et vue au bac Nouvelle Calédonie - Mars 2007)

Question
: N e
L’espace est muni d'un repére orthonormal (O oy g k)
Etablir une équation cartésienne d'un plan P dont on connait un vecteur normal ﬁ’(a b, c) et un point
Mo (X0, Yo, Z0)
Solution
M(x,y,z) eP < MM-T=0

< a(X—Xo)+b(y-yo)+c(z—20) =0

< ax+hy+cz—axo—byo—czo =0
Donc P a pour équation cartésienne ax + by + ¢z —axo — byg — ¢zo = 0

16




ROC 2 X () (au programme et vue au bac Antilles Guyane - septembre 2013)

Théoréme
Une droite est orthogonale a toute droite du plan si et seulement si elle est orthogonale & deux droites

sécantes de ce plan

Preuve

Si une droite est orthogonale a toute droite du plan, elle est en particulier orthogonale a deux droites sécantes de ce
plan.

Réciproquement, soit une droite A est orthogonale a deux droites sécantes D; et D, du plan P.

Notons U, V7 et V; les vecteurs directeurs respectifs des droites A, D; et D».

Comme la droite A est orthogonale aD; et Dy alors W -Vy = U - V3 = 0.

Comme les droites D; et D, sont sécantes alors les vecteurs V; et v, sont non colinéaires.

Soit D une droite du plan P de vecteur directeur W alors il existe deux réels a et b tels que W = avy + bvy.

Donc U -W = al -V, + bU - V; = 0 donc les droites A et D sont orthogonales.

Donc A est orthogonale & toutes les droites du plan.

ROC 3 (vue au bac Métropole - Septembre 2011)

Question

. . - 2 D
L’espace est muni d'un repére orthonormal (O i, ], k)

—)

On désigne par a, b, ¢, d quatre réels tels que le vecteur T = bj + +cK soit différent du vecteur nul.

On appelle P le plan d’équation ax + by + cz +d = 0.

Démontrer que le vecteur T est un vecteur normal au plan P, c’est-a-dire que le vecteur T est orthogonal a tout
vecteur AB ol A et B sont deux points quelconques du plan P.

Solution

Soient A et B deux points quelconques du plan P.

Notons (Xa; Ya;za) et (Xs; Y& ; Zs ) les coordonnées respectives des points A et B.

R -AB = a(Xs —Xa) +b(ys —Ya) + C(Zg —zp) = (aXs + bys + CZg) — (@Xa + bya + CZa).

Or A et B sont deux points du plan P donc axg + byg + czg = —d et axa + bya + cza = —d

Donc ® -AB = -d+d =0

Donc le vecteur T est orthogonal & tout vecteur AB donc le vecteur T est un vecteur normal au plan P.

XVI Intervalle de fluctuation et estimation

ROC 1 X (%) (au programme)

Théoréeme

n est un entier naturel non nul et p est un réel de l'intervalle ]0 ; 1|:.

X, est une variable aléatoire qui suit la loi binomiale de parameétres n et p.

F, est la variable aléatoire définie par F, = &

Pour tout réel a de l'intervalle ]O 1|: I|mP & € In) =1-aou

. ,/p(l DI Jpa-p) J
a a ‘/ﬁ

I, désigne l'intervalle |: -

I, est donc un intervalle de fluctuation asymptotique de la variable aléatoire F, au seuil de 1 — a
Prérequis
1) Soit Z une variable aléatoire qui suit la loi normale centrée réduite N (O ; 1). Alors, pour tout o dans ]0; 1[, il existe

un unique réel positif u, tel que P(-u, <Z <u,) =1-a.
2) Théoreme de Moivre-Laplace : Soit X, une variabe aléatoire qui suit la loi binomiale de paramétresnetp et Z, la
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variable aléatoire définie par Z, = M. Alors, pour tous nombres réels a et b tels que a < b, on a
Jnp(1-p)
limP(a < Z, <b) = P(a < Z<b) o Zsuit la loi normale centrée réduite.

Question
Soit X, une variable aléatoire suivant la loi binomiale de paramétres n et p.

1) Soit la variable aléatoire Z, = M. Déterminer lim P(-U, < Zy < U,), o U, désigne l'unique réel tel que

Jnp(1-p)
P(-u, £Z<uy) =1-a.

2) Déterminer deux réels a et b (dépendant de p, u, et n) tels que P(-u, < Z, < u,) = P(a < % < b).

TR D)
p a—‘/ﬁ i P a—‘/ﬁ .

3) En déduire que nl_im@P(% € In> =1-aou l, désigne l'intervalle

Solution
Xn—np

ynp(1 -p)

D’apres le théoréme de Moivre-Laplace nl_imoP(—u,, <Zy<Uy)=P(-U, £Z<u,) =1-a0.

Xn—np Xn —Np
2)P(-Us <Zn SUg) =P Uy S ——=<U, | = (‘Ua pl-p) < SuaJp(l—p)>
( Jnp(L-p) )

@) _ Xo-mp _ TP
L

PEP) _x, . PR
Jn

1- 1-
3) lim P(% € In> =nlim P(p—uau 5% §p+uau) —P(-Uy <Zn<U,) =1-a.

1) Soit la variable aléatoire Z, =

P(-U, £Zy S Uy) = P(—u,,

P(-U, £Zy < Uy) = P(p—u,,

N—-+00 —+00

ROC 2 (%) (au programme)

Théoréeme

n est un entier naturel non nul et p est un réel de l'intervalle ]0 ; 1|:.
X, est une variable aléatoire qui suit la loi binomiale de paramétres n et p. (p € ]0 ; 1[)
F, est la variable aléatoire définie par F, = %

Il existe un entier ng tel que, pour tout entier naturel n > no, P(F, € Jy) > 0,95

ol J, désigne lintervalle J, = | p— —L : p+ -1
J [p P Jﬁ}

Prérequis

1) Soit Z une variable aléatoire qui suit la loi normale centrée réduite N (0 ; 1). Alors, pour tout o dans ]0; 1[, il existe
un unigue réel positif u, tel que P(-u, <Z<u,) =1-a.

2) Soit X, une variable aléatoire suivant la loi binomiale de parametres n et p.

Pour tout réel a de l'intervalle ]0 ; 1|:nllrllP(% € In> =1-aoul, désigne l'intervalle

TR D)
p a—\/ﬁ i P a—‘/ﬁ .

3) Définition de la limite finie en I'infini d'une suite.
Questions

Soit X, une variable aléatoire suivant la loi binomiale de paramétresnetp et F, = %

‘/p(jﬁ_ P) Jpd—p) ) - 0.9544

<Fn<p+2

Jn
2) Montrer que, pour tout réelp € ]0; 1], [p(1-p) < %

18
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21/ 1- 2./p(1 -

3) En déduire que p—M ; p+M c p—L ; p+L
Jn Jn Jn Jn

4) Déduire des questions 2) et 4) que nI_i}rp()(jP(p - % <F,<p+ %) > 0,95

Solution

Pa-p _

1) En prenantu, = 2,ona: lim P(p -2 <Fn<
n—-+o0 ‘/ﬁ

—)zP(—2§Z§2)

_ fo(1 =
D’'apres la calculatrice P(-2 < Z < 2) > 0,9544 donc nI_i»rp(f(p - 2% <F,<p+ 2%) > 0,9544

2) On considere la fonction f définie sur 0 ; 1[ par f(p) = /p(1-p).

p — p(1 —p) est dérivable et strictement positive sur ]0 ; 1[ donc f est dérivable sur ]0 ; 1[ comme composee de
fonctions dérivables.

vpe J0; 1, f'(p) = —2p+1

2yp(1-p)

vpe ]0;1[, 2/p(1-p) > 0 donc f ' (p) est du signe de —2p + 1.
X 0

1
2
signedef () || + 0 ~— |
1
2

variations def | | Nl

wpe Jos [, Jod-p) <1
2/p0=P) _ 4

3) On en déduit alors que et par conséquent,

Jn - n
_2‘/p(1—p) ) +2Jp(1—p) - N
p VG P Jn p Gk p ol
2./p(1 - 2./p(1 -
4) D'apres la question 4), | p— pf/ﬁ P) PP+ pf/ﬁ P) c |:p— % PP+ %} Donc
21/ 1- 2./p(1 -

P(p-—L <Fo<p+-L )=pP p—ManserM .

Jn Jn Jn Jn

1/ 1- ‘/ 1-

D’'apres la question 1), nI_i»rp(f(p - 2% <F.<p+ 2%) > 0,9544. Par définition de la limite d’'une

suite, il existe un entier n, tel que pour toutn > no :

o PP =)
P o o

P<p_L <Fn§p+L> > 0,95

<Fn<p+2 ) € 10,95; + o[. Donc, pour tout n > ng,

ROC 3 (vue au bac Antilles Guyane - Juin 2013)

Questions

Soient n un entier naturel, p un nombre réel compris entre 0 et 1, et X, une variable aléatoire suivant une loi
binomiale de paramétres n et p. On note F, = % et f une valeur prise par F,. On rappelle que, pour n assez grand,

l'intervalle |:p -1 P+ % :| contient la fréquence f avec une probabilité au moins égale a 0, 95.

Jn
1 1

En déduire que l'intervalle |:f —— f+ F :| contient p avec une probabilité au moins égale a 0, 95.

Jn
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Solution

__1 . 1
fE[p G ,p+‘/_J()
(*)@p—#gfetf<p+

(*)@pe[f—%; +#]

(o[ ]) (i [0 )
>

OrP(fe [p—#;m%}) 0,95doncP<pe [f—#;f-i-?
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