Lycée Jacques Amyot Année 2019-2020
TaeS 9 Devoir

Géométrie dans I'espace et ... : Correction

> Exercice 1. [7 points]
L'espace est muni d'un repére orthonormal (O, 1, ] ) On considere les points A(2; —1;0),B(0; 3; —4),
C(4;1;1)etS(-2;1;4).

1. Montrer que les points A, B et C ne sont pas alignés.

-2 2
Les vecteurs AB| 4 | et AC[2 | ne sont pas colinéaires donc les points A, B et C ne sont pas alignés et
-4 1

définissent bien un plan.

2. Montrer que le vecteur XS) est normal au plan (ABC).

-4

OnaAS| 2 |.Deplus, ABAS = —2 x (—4) +4 x 2+ (—4) x4=0 et AC.AS =2 x (—4) +2 x 2+ 1 x 4= 0 donc
4

AS est orthogonal a deux vecteurs directeurs non colinéaires du plan (ABC). Ainsi AS est normal au plan

(ABQC).

3. En déduire une équation cartésienne du plan (ABC).
—4
AS| 2 | estun vecteur normal au plan (ABC) donc une équation cartésienne de (ABC) est de la forme

4
—-4x+2y+4z+d=0.

DeplusA(2; -1;0)e (ABC) &= -4x2+2x(-1)+4x0+d=0<=d =10
d'ot1 (ABC): —4x+2y+4z+10=0

4. Soit (d) la droite passant par D(8; —5; 0) et orthogonale au plan (ABC). Expliquer pourquoi AS estun
vecteur directeur de (d) et en déduire une représentation paramétrique de (d).

(d) est orthogonale au plan (ABC) donc elle est parallele a la droite (AS) qui est également orthogo-

-4
nale a (ABC) donc AS| 2 | est un vecteur directeur de (d) dont une représentation paramétrique est
4
X =xp—4t x=8-4t
alors:{ y=yp+2t <={y=-5+2¢ ,TER
Z=2zp+4t z=A4t

5. Déterminer les coordonnées du point d’intersection I de (d) et du plan (ABC).

Un pointM(x; y; z) appartienta (ABC) et a (d) s'il existe un réel ¢ tel que :

x=8-—4t x=8-—4t x=8-—4t x:%O
=-5+2t =-5+2t =-5+2t =-2
Y ={’ ={’ ={’ —
z=4t z=4t z=4t Z="g
—4x+2y+4z+10=0 —4(8—41)+2(-5+21) +4(41)+10=0 =3 r=3

40 29 32
doncI(—; - —)
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6. Calculer la distance de D au plan (ABC).

16
La distance de D au plan (ABC) est la distance DI = /(x; — xp)2 + (y1— yp)2 + (21— 2p)2 =... = 3
7. On note H le projeté orthogonal de D sur la droite (AB) et ¢ le nombre réel tel que AH = ¢AB.
S D
.C
A
5\ B
(ABC) :
—_—> —> —> |2
a) Montrer que AD.AB=1¢ ”AB H
—> —> —> —> —_— —> —>|2
AD.AB = AH.AB = tAB.AB = ¢ HABH
b) En déduire la valeur de ¢ puis les coordonnées de H.
— 6 — =2 — —> —|2
OnaAD|-4|etAB| 4 | donc AD.AB = —12— 16 = —28. Par ailleurs HAB H = (=2)2+4%+(~4)? = 36
0 -4
—28 7
doit=—=—-.
36 9
7 X —Xp =~ % (=2) xH—-2=1% Xy =%
Ainsi AH = tAB = —§AB douq ygu—ya= —% x4 < {yg+l= —% <= yu= —%7
ZH—2pa =~ x (—4) zy =4 =%
(32 37 28
DouH| —; ——; —
9 9 9
> Exercice 2. [4 points]

Pour chaque question, une affirmation est proposée. indiquer si elle est vraie ou fausse en justifiant la ré-
ponse. Une réponse non justifiée ne sera pas prise en compte.

— —

Dans 'espace muni d'un repere orthonormé (O, 1, ] ), on considere :

* LespointsA(0;1;4),B(1;1;6),C(-2;3;2),D(3;-3;1)etE(-4;7;-3)

x=-2+3t
* Ladroite A dont une représentation paramétrique est{ y =1 , LeER.
zZ="06t
x=-3+2t
Affirmation A : A appartient a la droite (d) : { y=5-3¢ ,teR.

z=1+t



-3+2t=0 t=3
A(O0; 1; 4) donc cherchons s'il existe ¢t € R tel que { 5-3r=1 —<{t= % donc le systéme est
1+1=4 r=3

impossible d’ot1 A ¢ (d) et I'affirmation est fausse.

Affirmation B : Une équation cartésienne du plan (ABC) est2x+y—z+3 =0.
Les coordonnées des points A et B et C vérifient bien I'’équation du plan. Donc cette affirmation est vraie.

Affirmation C : (DE) et (ABC) ont au moins un point commun.
Une représentation paramétrique de la droite (DE) passant par D( 3 ; -3 ; 1) et de vecteur directeur

-7 x=3-7t
DE[10|est:{y=-3+10t ,reR

—4 z=1-4t

Un point M(x; y; z) appartienta (DE) et a (ABC) si et seulement si il existe un réel ¢ tel que
x=3-7t x=3-7t x=3-7t
y=-3+10¢ . Jy=-8+10t  Jy=-8+10t
z=1-4t z=1-4t z=1-4t
2x+y—z+3=0 23-70)+(-3+10)—-(1-41+3=0 5=0

Le systéme est donc impossible.

Laffirmation est fausse. . )

On pouvait aussi remarquer que le vecteur DE| 10 | et que 77| 1 | quiestun vecteur normal a (ABC) sont

-4 -1

orthogonaux et donc que la droite (DE) était parallele au plan (ABC).
En justifiant que D ¢ (ABC) on prouvait que (DE) était strictement parallele a (ABC).

Affirmation D : (A) et (AB) sont sécantes.

1
Un vecteur directeur de (AB) est AB|0
2
x=-2+31
Une représentation paramétrique de la droite (A) est { y =1 , t' € R donc un vecteur directeur
z=61
3
de (A)estZ|0].
6

On remarque que U = 3AB et donc que les droites (AB) et (A) sont paralléles. On pourrait vérifier qu’elles
sont en réalité confondues.

> Exercice 3. [3 points]

Dans I'espace muni d'un repere orthonormé (O, 7, 7), on considere les plans & et 2’ d’équations res-
pectives :
P:x+2y-5z+1=0etP :2x+3y+2z-8=0.

1. Montrer que les plans & et &’ sont sécants.

1 2
— —
Un vecteur normala 2 est 77| 2 | et un vecteur normal a 2’ est n' | 3 |. 7 et n’ ne sont pas colinéaires
-5 2

donc les plans & et 22’ ne sont pas paralleles. Ils sont donc sécants.



2. Déterminer une représentation paramétrique de la droite (d) , intersection des plans & et &',
Un point M( x; y; z) appartient simultanément a & et a &' si ses cordonnées vérifient le systeme :
{x+2y—52+1:0 {x+2y:—1+52 {x:—Zy—1+52
= =

2x+3y+2z-8=0 2x+3y=8-2z -4y—-2+10z+3y=8-2z

x=-2(-10+122)—-1+5z x=19-19z .
— donc en posant z = ¢ on obtient:

y=-10+12z y=-10+12z
x=19-19¢
y=-10+12¢ ,t € R qui est une représentation paramétrique de la droite (d), intersection des
=1
plans 2 et &',
> Exercice 4. [ 7 points |

Un laboratoire de recherche étudie I'évolution d’'une population animale qui semble en voie de dispari-
tion.

En 2010, une étude est effectuée sur un échantillon de cette population dont l'effectif initial est égale a 1000.
Cet échantillon évolue et son effectif, exprimé en milliers d’individus, est approché par une fonction f du
temps ¢ (exprimé en années a partir de 2010 ). D’apres le modele choisi, la fonction f est définie sur [0 ; +oco |

a
par f(£) =e*5¢* = exp (3 —3exp5))

1. Déterminer la limite de la fonction f en +oo.

. r . L o . L -
lim — = 4+oo et lim e* = +co par théoréeme donc par composition, lim e» = +oco d’ott lim 3 —
t—+o00 20 X—+00 t—+00 t—+00

t
3e2 = —oo0.

Onsaitque lim e*
X—-00

= 0 donc par composition, tlir+n f)=0.
— 100
2. Déterminer le sens de variation de f sur [0; +oo [.
f est dérivable comme composée de fonction dérivable.
1 3 o
f=e"donc f' = u'e" avec u(r) =3 —3e et u'(£) = -3 x Z—Oe% donc f'(1) = —%e%e?"%zo

orVxe[0; +oo[, e*>0donc f'(f) <0 ainsi f est strictement décroissante sur [0 ; +oo [

En remarquant que f(0) =... =1, on complete le tableau de variations de f :

t [0 +0q
f,(t) —

F T

3. Résoudre dans [ 0; +oo ['inéquation f(#) <0,02.



Au bout de combien d’années, selon ce modéle, la taille de 'échantillon sera-t-elle inférieure a vingt
individus?

t
f(1) <0,02 = e373¢% < 0,02
t
<In (e?)—SeZO ) <1In(0,02)

<= 3-3e% <1In(0,02)
3-1n(0,02)

3

t (3—ln(0,02))
<~ —>In T

20
3 —1n(0,02))

8~

>

<:>t>201n( ~ 16,69

donc a partir de la 17°™m¢ année la taille de I’échantillon sera inférieure a 20 individus.
PARTIE B

En 2013, ce laboratoire de recherche met au point un test de dépistage de la maladie responsable de cette
disparition et fournit les renseignements suivants : « La population testée comporte 50% d’animaux malades.
Si un animal est malade, le test est positif dans 99% des cas; si un animal n’est pas malade, le test est positif
dans 10% des cas. »

On note M I'événement « ’animal est malade », M I’événement contraire de M et T I'événement « le test
est positif»

1. Sans calcul, donner P(M), Py (T) et P(T).

PM)=0,5,Pu(T)=0,99 et Py(T) =0,1

2. Montrer que P(T) =0, 545.

On peut résumer la situation par un M et M constituent une partition de I'univers donc d’aprés
arbre pondéré : la formule des probabilités totales :

P(T) = P(MNT) +P(MmT)
= P(M) x Py(T) + P (M) x P (T)

=0,5%x0,99+0,5x0,1
=0,545

3. Le laboratoire estime qu'un test est fiable si sa valeur prédictive, c’est a dire la probabilité qu'un animal
soit malade sachant que le test est positif, est supérieure a 0,999. Ce test est-il fiable?
PMNT) 0,5x0,99

Pr(M) =
(M) P(T) 0,545

~ 0,908 < 0,999 donc ce test n’est pas fiable.

4. Lelaboratoire teste dix animaux. On suppose que les résultats de ces tests sont indépendants. Les résul-
tats seront arrondis a 104 pres.

a) Calculer la probabilité que, sur les dix animaux testés, exactement trois soient testés positifs.



On répete dix fois, dans des conditions identiques et indépendantes, la méme épreuve de Ber-
noulli de parameétre p = 0,545. La variable aléatoire qui donne le nombre de succes suit donc la loi
binomiale 28(10 ; 0,545).

10
Ainsi, P(x=3) = ( 3 )0,5453 x (1-0,545)" ~0,0784

b) Calculer la probabilité qu'au moins un des dix animaux soit testé positif.
PX>1)=1-PX=0)=1-(1-0,545)'~0,9996

¢) Quelle est’espérance du nombre d’animaux testés positifs?
EX)=np=5,45

> Exercice 5. [ 5 points ]

1
Soit f la fonction définie sur] 0; 4+oo [ par f(x) = x — %

1. Sur l'intervalle [ 1; e ], f est continue et d est située au dessus de € donc I'aire du domaine 2 est

e
donnée, en unités d’aire, par f (x—f(x))dx
1

Inx 1 1 €
x— f(x) = — = — xIn x de la forme u'u dont une primitive est 3 u? donc l'aire du domaine est f (x—
X X 1

e

1 1
fx)dx = E(ln 0% = 2 unités d’aire.

1

2. On considere la suite (u,) définie pour tout entier naturel n par u,+; = f(u,) et up = 3.

a) Surla graphique ci-dessus, en utilisant € et d, construire sur I'axe des abscisses les termes up, u1,
Uy, us et uy. (on laissera apparents les traits de construction )

A
3

Y

Ug U3 U U] Up
2 3

b) Quelles conjectures peut-on faire sur le sens de variation et la limite de la suite (u,)?
Conjectures : (u,) est décroissante et admet pour limite 1.

¢) Démontrer par récurrence que pour tout ne N, u, = 1.

e Initialisation : uy = 3 = 1 donc la propriété est vraie pour n = 0.

* Hérédité: On suppose la propriété vraie pour un entier n quelconque, c’est a dire u,, > geq1,
et on démontrer qu’elle est vraie au rang n + 1.
Comme f est croissante sur [ 1 ; +oo [, u, = 1 implique f(u,) = f(1) soit u,+; = 1 donc la
propriété est héréditaire.

* Conclusion : La propriété est vraie pour n = 0 et est héréditaire donc elle est vraie pour tout
entier naturel n.
AinsiVneN, u, =1.

d) Démontrer que la suite (u,) est décroissante.
In u, In u,

- un - - .

Un Un

VneN, u,1—uUy=u,—



e)

f)

In x
Or u, =1 et on a démontré plus haut, que pourtout x€ [1; +oo [, ——— <0 donc u,4+; — u, <0.
X
Ainsi (u;,) est décroissante.
En déduire que (u,) est convergente.

(u,) est décroissante et minorée par 1 donc d’apres le théoreme de convergence monotone, (i)
est convergente.

On note ¢ = lim u, et on admet que ¢ est un réel strictement positif vérifiant 1'égalité ¢ = f(¢).

n—+oo
Déterminer ¢.
In¢ In¢
Q:f(e)(=>€:€—n—(=>—n—:0<=)ln€:0<=>€:1

¢ ¢
Ainsi (u,) converge vers 1.



