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UNTRODUCTION ET NOTIONS MATEHE EMATIQUES

I~ INTRODUCTION

0,
[gd
—
IS

Comme son nom I'indique, iz {] ermodynamique Tui tow ¢'abord s partie
DRVSIQUE Trallant ass relatons entre la IMECanique &1 ja chajenr

La mezmonmammm €51 une science asser recente, elje egqp néé VErs [es annéec 1820,

av débui as I'ere mausmmh‘ ae la nécsssitﬂ‘ Qe connaite, sur des macnines m“muau S
vopsmme: la relation entre les pnenomenes thermigues o1 Jec phenomenss dvnamiguec

echine & vapeur inventée par James War | ] “ breve 1depose dés 1769, transformar: ! eneroje

IHS’[H’HC‘]LJ“: DIOGUJ[‘C bar la combusuon au charbon en wravail mF‘CElIMC]””

Sea: Carnot (1776-1832 J. quon présente comme |- londatenr de iz thermodvnamique
¢ pubiiE en 1874 up raié intruls “zéﬂﬂ“'zom sur lo puissance morrice av Jey e sur e
maciines propres ¢ aevelopper cere puissance” Lz machine L'eSt pas ewdids comme ur;
ENSembie Qe parties separses. mais dans Sa globalite : un sysieme capabie ae fournir du I"d\’ﬁl'

1ecamaue en recevant de lz chaleur ¢'un fover (source cnaude;, er en cidam ge le chaleur &
un réfrgérant (source froide .

Actuellemen:, iz thermodynamiqus pe DeUt se défimr comme émige gec ianons entre
tes differenrc pes ¢ energie, el concerne 1outes jec moamvauons possibies Qu: peuvent se
produire cans iz matiére.
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Cm peur aborder jz tnermodynamique & deus mveaus Gifférents -

[ L& mveay macroscopique (se I domaine observaple exXperimer talement) qui est cejuj
aes Drobrietes mesurables de |z matiere (volume, pression. lemperature, producuorn
d'energie. .. Cest une iemarche phenomenoiogique basée sus dewt principss

: ‘estle domaine de [z thermodvnamique classigue, ‘ ‘
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LE_Nveau mucroscopique qu est celui des moléc les (atomes ou jops aver
mouvements djvers et inieractione C'est une démarche causale passs sy- ia
conswucuon de modales (2 1'g, chelie atomique) trajés Dar une théore matnemeanaue
stansuaue. C'est i= domaine e iz theone cineugue e de g thezmodvnamigue
lausugus.

Drans ce cours, on o imtsresse 2 ) }'approche annomedologique C¢ le thermodynamique.
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- NOTIONS MATHEMATIQUES

1) Fonctions de plusieurs variables.

Nous nous attacherons & certaines propriétés des fonctions réelles (définie dans une partie de
R’) de variables réelles (dans R), R étant I'’ensemble des nombres réels, en particulier aux

fonctions f(x, y, z).

a) Dérivée partielle.

Soit une fonction ffx, y, z) ; on appelle dérivée partielle de la fonction f par rapport a x au
point Mo(xg, Yo, z¢) ’expression :

izl- f(xsyo=éo)—f(xo>y<)azo)
Ox lLI};l X =X,

C’est la dérivée de / par rapport & x lorsque les autres variables ¥ et z sont maintenues
constantes. ‘
o o o

Si les dérivées partielles —, =
ox Oy oz

existent et sont finies, la fonction fx, v, z) est

différentiable en M,.

Les dérivées partielles secondes peuvent étre également calculées -
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St les dérivées partielles premiéres existent et sont continues au voisinage de My et si les
dérivées partielles secondes existent, les égalités suivantes existent au voisinage de M, :

or_ef . 2r_ 8y &f _ 3
oxdy  Byox ’ Oxdz  Bzox ’ oydz  bzoy

Exemple . fixy) = x’sinv—v

On calcule les dérivées premiéres et secondes et on vérifie les ¢galités entre les dérivées
secondes croisées ; ‘

f a ~2 ~2
7 . A C . o 2 .
——=2xsiny , —=x"cosy-1, {zzsmy .= {z—x‘smy
' W o %
2 A2 2 2
0 o f c 0~
ﬁ [ =2xcosy 1 =2xcosy = [ _Of
Oxoy oyox OXOV Oy
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b) Fonctions composées -

Considérons une fonction f{u,v,w) telle que u, velw solent elles-mémes des fonctions des
variables x et .

Alnsi, les dérivées de / par rapport a x et ¥ s’€crivent respectivement :

of of ou , of ov . of ow

ox ou Ox ov Ox ow Ox

o _ o  ¥w o ow

oy ou oy ov oy ow oy
Exemple :

Soit: fluvyw) =uv-w ol w=x | v= xsiny et w=y

Calculons la dérivée de f/x,) par rapport & x, ainsi :

or A or or Ou ov . ow
SoTvExsmy . —=u=x | “—=-] gyec —=1 , —=siny, —=0
ou ov ow ox ox ox
(3f a0 ou 5/ ov (3/ ow :
- t———=2xsiny
ox  Bu Ox Ov O;\ ow Ox
De la méme maniére, on déduir -
or %) 0 Ou ov ow
—=v=xsiny Tf—=u=x , —L=~1 avec —=0 ——=XCOSy, —=]
Ou ov ow 5‘)/ oy 5),,

U _ou of v of ow
T E ~—————=JL cosy—~1|

oy Ou oy ov gy  ow ()y
Autre exemple : Soit x=rcosf avec r=cte et 0= ot , 0 =cte

Calculons la dérivée de x par rapport a ¢ :
6)’ ox dr  ox do ar .
——+————=Cc0Sf ——rwsiné
o ord 00 drt dt

2) Différentielle et forme differentielle

Soit f{x,v,z) une fonction différentiable en M. La différentielle df de cette fonction s’écrit -

df = gidk + _a[_ + éf_d»,
ox oy 0z ,

En physique, on utilise généralement cette expression pour évaluer la variation df
d’une fonction, lorsque les variables X, ¥, et z subissent les accroissements élémentaires dx, dy
et dz. '
Par analogie, on appelle forme différenticlle Sw une fonction du type -

bw = Pxyz) dx + Ox,y,z) dy + R(x,y,z) dz
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Tout le probleme consiste a savoir dans quelles conditions S serait la différentielle d’une
certaine fonction f(x,y,z), c'est-a-dire S =df

. : ) d
Si cette fonction existe : df = Qf:dx + ‘—fdy + & z =ow
ox Oy 0z
L 7[' a
Dans ce cas, on peut écrire P = ?—/ ;0 O= 2— ; = T/i
ox oy oz
Ceci détermine les conditions imposées 4 7, O et R puisque si df est une différentielle,
o'f _af o’f _of o'f _ 9/
oxdy  Ovox ’ Ox0z  Gzdx ’ &voz  Gzoy
Dou:
r_e0 . or_ok . 00
oy Ox ’ oz Ox ’ 0z oy

La condition nécessaire et suffisante pour que Sw soit la différentielle d’une fonction Js*écrit :

gl 0 0P ok G0 o

ow=Plx, y, z)dx L. z)d V. Z)dr = ; — : =
w=Plx,y.z)dx + Ox, v, z)dy + R(x, y.z) ol

Il est alors possible de déterminer la fonction /fx, Y,z) a une constante pres.

LExemple - Soit la forme différentielle suivante : So = 2x sin Y dx +<x2 cosy— l)a’y

Vérifier si do est une différentielle totale, si oui calculer la fonction fix,y).
Veérifions si dw(x,y) est une différentielle totale.
P=2xsiny ; Q=x"cosy-1

opP G, Y, f
— =2xcosy ; —;g: 2xcosy = Qf:_a:Q: Donc |60 = df = g ax + g dy
oy ox oy ox B ’ ox 6:}) )

Par conséquent on peut écrire que :( _@1} =P et _@:] =0
ox ) o) ~

Déterminons maintenant cette fonction Jxw).
4 .
P(1> )/)—2xsmy = 5; = f(x,y)= f?.x sy ax = f(x,y)=x*sin y+g(v)

(Qn a intégré Jxy) par rapport a x et on a consideré que y était constante — |a constante
d’intégration peut étre fonction de y1ih

Dérivons maintenant cette fonction par rapport a y, cette dérivée doit &tre égale a O= g

~
v

9

Ainsi on peut déterminer g).

a/f__ .2 ' af 2 P
o FXC0sy+g(y) or =—=x"cosy-1:d0ou: g'()’)'—‘—‘lDg(Jr')=_{—dy=-v+cl'e

o o
Soit finalement: L?(x: Y)=x sinv— p+ ct;{
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3) Fonctions implicites & relations entre dérivées partielles

Les fonctions d’état des systeémes thermodynamiques sont de la forme f(x,y,z)=0.

La connaissance de cette fonction n’est généralement pas nécessaire pour étudier le systeéme
mais il est absolument nécessaire de savoir dans quelles conditions cette équation permet au
voisinage du point My(xy,ygz9) de définir les fonctions explicites x, v et z, c¢’est a dire que
chacune de ces variables peut étre considérée comme une fonction des deux autres - x=x(y,z) ;
y=yz) ) z(xy)
St au voisinage d 'un point Mo(x,y0.29) vérifiant Jxovez9) =0, les dérivées partielles de f(xy,z)
. .9 ., .
sont conlinues et si g(MO) =0, alors 'équation Jy,z)=0 définit implicitement une
! Oz
’ﬁmctl‘on continue z(x,y) el une seule au voisinage de M, .
St les conditions sont vérifiées pour les variables x et y, la fonction Jx,3,2)=0 définit
| implicitement les fonctions x(v.z), y(x.z) et z(x, ).

Lorsque f{x,1,z) = 0 est une fonction mplicite, les propriétés suivantes sont vérifiées ;

—(zidx + @idy I 4

Jxyz) =0 = df = x + Zdz =0
ox oy Oz
o 9
Ox ov oz 7
z= gy - ay = —|dv + | =&
EAN (@:l, {a)) ’
Oz oz
a o |
dy= - g, ~—Qg—d2 = (gl d: + @—J dz
S A A v R b |
ay ay
a of
oy En N 8}} 5;]
de= —-dy - Edr = | Z g+ |2 &
7V Ty (ay,_,) 2
Ox ox

Ces trois égalités permettent de déduire

[ - e
Sy B - g

ay a))/x
et
A ) |
(m)kab ] Ty T K&y,:{@z \m) 1

ox oy oz
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df = (2xy-y) dx + (x-x+4y°) dy
Montrer que df est une différentielle totale et calculer f(x,y).

P=2xy-y ; Q:xz—x+4y3

or =2x-1; gi =2x-1= or = 2L = Donc df‘est bien une différentielle totale

>

oy Ox oy Ox
Déterminons maintenant cette fonction f7x, y).
o
P(ry)=2-y=L = fx9)= [Cx-y)ac= rx,y)=x*y -3+ g(»)
ox
. : . ot e, . of
Dérivons cette fonction par rapport a y, cette dérivée doit étre égale & Q=—
ay

‘ 0 oo . 5
“a]—r=352 -x+g(y) or ——af =x’—x+4y° ;dou: g(y)y=4y = g(;z):j4jx3d3/=y4 +cle
)

oy

Soit finalement © | f(x,y) =x" - x+ 1* + cte

Exemple 2 :

La forme différentielle df = ysinx dx—cosx dyest-elle une différentielle totale ? si oui
calculer f(x,y).

P=ysinx ; O=—-cosx

or . % ‘ or
—=snx ; —g =+sinx = —= Q:Q— = Donc dfest bien une différentielle totale
‘ ay  ox

Déterminons maintenant cette fonction /x, ).
. . of . |
P(x,y)=ysinx = = = f(x,y)= f(ysmx)dx = f(x.y)=-ycosx+g(y)
X
Dérivons cette fonction par rapport & y, cette dérivée doit étre égalea O = -@1
&y

y « 3 o
2= —cosx+g'(0) or L= —cosx d'ou: g(3) =0 g(y)= cre

)

Soit . [f(x,y’) =—1COSX+ ca




