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IT - ]V OTI O]\I S MATHEAIATT Q LrE S

l.) Fonctions de plusieur.s variables'.

Nous nous attacirerons à certaines propriétés cies fonctions réelles (définie dans une partie de
Iti; cle variables réelles (dans i?), .l? èt*t I'ensemble des nombres réels, e1 particulier aux
fonctions_f(x, ,', z).

a) Dérivée partielle

Soit une fonction -f(x, ),, z) ; on appelle dérivée partielle de la fonction f par rapport à x au
point Mo(ro, !0, za) i'expression :

ô f  _  1  ;  . -  -  f ( * ,  !0 ,  zo )  - , f ( r r , . to ,  z r )
; :  t lm
u À  r _ ) - r o  ï - t r 0

C'est la dérivée d, f par rapport à x lorsque les autres variables ;; et z sont maintenues
constantes.

Si ies dérivées partieiie , 9{, {, {- existent et sont finies, la fonction .(x, },, z) esrôx '  f i t '  ôz
différentiable en M().

peuvent être également caiculées :

e(ef \  ô ' f  ô ' r  a2f
_ t  _  |  -  _

l l

ôx\ôx) ôx2 
' 

A,, 
'  

ar,

!( {) - ô' l  ,  ô' f ô'.f ï f  a'.f ô'f
ax\ay) ôxôy 

' 
ùô, 

' 
ô*a, 

' 
ôrô*' W 

; 
ôrôy

Si les dérivées partielles premières existent et sont continues au voisinage cJe Mç et si lesdérivées partielies secondes existent, les égaiités suivante.s existent au voislnage de Mo.,

n ) r ^ )ô' f  :ô ' - f  ,  ô ' . f  _ô ' f  ô ' . f  _ôr- f
Ô*ôy ôvôx ' A*ôr- ôtA, W- ô6

Exemple ; fk,vl : x2 sint, - t,

On caicule ies dérivées premières et secondes er on vérifie les égalités eltre les clérivées
secondes croisées ;
A {  Q {  2  ,  6 2 t  ^ 2 t

l= 
2xsins' ,  

i= 
x2cos;r-1 .  #=2sinr, ,  #--.x2sin;,

{+ =Zxcos,. ,  ,  C-L =Zxcos v = ô'  . f  _ ô '- f
ôxôy 

r : 
Ayôx ôxàt ôyôt:
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b) [pnctions composAes ,

Considérons une fonction f(u,v,t4)) telle qrte u , t) e[ 14) soient elles-mêmes des fbnctions ciesvariables r et I , .

A ins i ,  ies dér ivées de

{
ôx

{
ûv

ôf ôu
au ox

=  Qfô"
ô, q,

f pæ rapporl à x et

ôf ôv
+-

à, ôx
ôf ôr,

+
à, ôy

),  s 'écrivent respectivement :

Qf a*
ôu, ôx
ôf a*
ôu, ù,

14' :),

Exemple.:

Soit : f(u,t,,\l,) : ut)-\4) où Lt : x , t) : xsinlt el

caiculons ia dérivee def(x,y) par rapporr àx, ainsi :

9{ - ^:-^ . ôf ôf
; =  

1 / = " L S l I l . 1 . ,  ,  : = î / = x  ,  : a * - 1  A v e C
OU Ott A4)

ôvtt
, ; -=0sin y

De la
ôJ

cu
1., = -tr slll v

ntênte manière, on déduir .
âf'1/

1 t  -  \ '
: - u - - / u

c . 1

ôf
4,

.' Q1t
U  ,  l - = J ; C O S J /

Oy

)
X-  COS. ) ,  *  1

ov)
. - * 1

:  ^  
- - t

o),

A{r/J
n -

ov)

/ '11 n1 t
Y /  v L L

ou ot/

ary!É_gëÊUpk: Soir ): = t, cos g avec / "+c tee t9 -0 t , û )=c te

Calculons la dérivée de r; par rapport à / :
a! _ ôx dr. nLlg_ _
ôr ôr cJt 

' 
ô0 dr

^ dr'cos É/ ra,t stn 0
dt

Soit./(x,.1.',2) vne foncticln différenriable en A[p. La différentielle

ctf = {a^ + 9!-n, , {a,
ox q' oz

En phl'sique' on utiiise généralement cette expression pour évaiuer la va,atton clfd'une fclnction, lorsque ies 'ariables x, .]1, et: subissent ies accroissernents élémentaires d>1, d'et dz.
Par- analogie. on nppelle .forme différenrielle ôa une fonction du type .,

610: P(x,y,z) cJx + Q(x,1,,21 clt -r Il(x,1t,z) dz

df de cefte foncrion s'écrit :
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Tout ie probième consiste à savoir dzurs quelies conditions 6o serait la clifférentielle. d'une
ceftaine foncticln -f(r,y,z). c'est-à-dire 6at = df

A{ A{
Si cette fonction existe : df - ! a^ + Y al, -+-

ox o\)

D a n s c e c a s , o n p e u t é c r i r e  :  P - {  ,  e :
ox

Ceci détermine ies conditions imposées à p, O et R

d{" '  dz =6a
ôz
..tr ),fu i  

:  R - '
$t ôz
puisque si df est une diffërentielle.

ô'-f _ ô' .f
ôyô, ôtfu

ôQ _ôR
Ôz $t

soit la differentielle d'une fonction fs'écrit

ô' f  _ô=.f
ôrôy ôyôx

D'ou :

aP ao- -_-- - :
Q1t ôx

La condition nécessaire et

AP AR
, ^

r)a\r/. JX

suffisante pour" que 6at

11 est alors possible de déterrniner la foncti on.f(x,1,,2) à une constante près,

Exemple .' Soit ia forme différentieiie suivante '. \at : ?x sin )) dx* (r, cos Jr *I) ay
Vérifier si 6at est une différentielle totale. si oui caiculer ia foncti onf(x,.t).
vérifions si 6a{x,y) est une différentielle totale.

P  -2xs in .1 ,  ;  Q  =x '  cos  y - l

Y -?x cos r, , 
ôQ 

- ) xcos 1., =t ôP : ôQu '  -?rcosr '  ;  ? -2xcosr '=o ' -99 =Dor tc lur=d. f  =(  { jo* [ { )0 ,Ôt' Ôx fi; ôx 
- r-/vrrL' 

Y'' 
- 

te,/u. \q, )

Par conséquenr on peut écrire que ; ( {) =, et ( VJ =,- 
\ô* ) \at, )Déterminons maintenant cette fonction _f(x,),)

P(r ,1 ' ) -Zxsiny =*= - f  (x ,J , )  = 
I r rs in.y ck+ . f  ( r , ) , )  =x,  s in y+ g(v)ox

(On a intégré _f(r,y) par rapport à.x et on a considéré que ), était constante = ia constzurted'intégration peut être fonciion de ), l!)

Dérivons maintenant cette fonctioti pal" rapport à.r;, cette dérivée doit être égaIe à c = {
Ainsi on peut détermin er g(y) 

(4)

A{u' l  '  g ' ( -v)  or  
af  -x '  cos ) )  * r :  d 'ou :  g, (J , )  -  - i  = g(- r , )  = 

I -or= 
-J,  + cte

j - = . x ' c o s y +
4, 

\' ' / 
ôtt

"  , , /  \ 7  n l  \ ,  , , /  \ ,  a r  A P  A Oôû)= l ' ( " ,  ) , ,2)dx+ Q\x, : , .2)dy + / t (x .  .1 t .2)dz :  d f  ç : ,  ==
q) ox

AN

r)=

Soit finalement..
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illonCtiorts intplici ttes

Les fonctions d'état des systèmes thermodynamiques sont de la forme f(x,1,.2):0.

La connaissance de cette fonction n'est généraiement pas nécessaire pour étudier le systèmemais il est absolurnent nécessaire de savoir cians quellàs condition, .àtt. équation permet auvoisinage du poi't M6r,'xs,r6,z6) d,e définir les fonciions expiicites x, )) ot z, c,est à dire quechacune de ces variables peut être consiclérée cornme une fonction des deux autres ; x:x(y,z) ,.1,:1t(s:,2) ,. z(x,y)

Si auvoisinage d'un point Mo(xrt,yo.zs) vérifianr J(xçt,y;,20):0, les,dérivées pariielles deJft,.y,,z)
sont cottliru.tes et si 

* rU r) n- 0 , alor,ç l 'ëquaïian f(x,y,z):A définrt implicitement uneoz
-fonctio, continzte z(x,1t1 er une sertle au voisirage cle Mç1
'çi les condition'ç sottl vérifiées pour les variables x et ).,, la .fonction .f(x,.1,,2):0 définitintpltcitement les.fonclions x(),,2), y(x,z) et z(x,y).

Lorsque/ir,.\),2.) * 0 est une fbnction impiicire. ies propriétés suivantes sont vérifiées :

f/'r tt : )
/  |  - "  

)  - /  :  t /

ô.f a.f

:o=df *{u+ 
ffrr.#cb_o

l o z l  l
l - l  4 1 ' ,
\4 , )

/ ) i

Ioz l
t - l
\ o x l,  z i

/  ^  \  z ^

{ o v \  ( o : \
t - t i  l 1

. r  i  r r  |  * I
i ^ t t ^ l

1 O Z  )  - . ' r  O X  i\  /  r ,

/ ^  \
/  &  )  (  a r \= 
I,u, ,) ,n' '  

+ 
l* ) ,o=

ôz
ôf

OZ

nr

t  /) \ '  ,  ^-d!'= -2^;d): - ++dz =
O] OJ

;qv

ôf

ry
.1f

Ces trois

l ox l
l {

I  : - ,  I
\ v l ' I

/ 1 \

t o x \. t l

) t t -
t ^ - l
\ U L  / .\ / v

e1
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Exentple I :

4f : Qry-y) dx + (rt -t .4.1t3) d1;

Montrer que df est une différentielle totaie et calculer f(x,r').

P  -2x ) t - ) ,  :  Q=x ' - x+4y3
ô P . \ 1 A Q ^ " ô P A Q r- ^ -=  2x - I  ;  - i=  )v - l=  - -  - -É '  =Donc  d f  es tb ienuned i f fé ren t ie l l e to ta le
ôy ôx St ôx

Déterminons maintenant cette fonction .f(r,y.)
1 1

P (r, 1t):24t - y - { = .f(r, ),) : Itzrr, 
- y)dx = .f(.r, ),) : r, ), - xy + g(y)

Ox

Dérivotrs cette fonction par rapport à y, cettedérivée doit être égaie à g = Y-
fut

ôf 2 ' ,  ,  Af
*=  x ' - x+g ( . y )  o r  * -  x ' - x+41 ,3 :d ' ou :  g ( . y )  - 4 ) ,=g (J , ) -  

l +1 }ay=yo  +c teq' o))

Soit finalement - f ( , r , y ) = x ' - x + y o  + c t e

Exentple 2 ;

La fotme différentielle df :ysin x d:c-cos x d1,esr-eiie une differentielle totaie ? si oui
calculer f(x,y).

P=ls inx  ;  Q=-cos ;

AP
ô, 

=srn ï t 
X= 

* sin rr :> 
X 

= ry -Donc df estbien une différentielie roraie

Déterminons rnaintenant cette fonction f6,y)
^ 1

P (r,1,)=ltsurx = 
*= f (x, !)  =J(r,r in r) d* - . f(x,y) =-;,rcos x + g(y)
ox

Dérivons cette fonction par rapport à y^ cette dérivée doit être égale à g = y
o.))

ô.f ,r , ôf
: -  = -cos r  *  I
dy  911 "J  o t '  

; = - cosx  
; d ' où :  g ( , v )=0=  S1ù=c te

Soit .f (*, ! ') = --)/ cos x + cte


