PRODUIT SCALAIRE

1.

Pour tout le chapitre, le plan est muni d'un repere orthonormal.
DEFINITION

Introduction

le produit scalaire de deux vecteursu et v est leréel notéw - v défini par :

v (II + TP =) = 117)1%).

u -

a) Produit scalaire et orthogonalité

PROPRIETE

Dire que deux vecteurs et v’ sont orthogonaux équivaut a dire que- v = 0

Y

b) Regles de calcul
PROPRIETES
Pour tous vecteurs’ , v’ etw :
e 0 - W=u-0=0
e Pourtoutréek, (ku)-v =4 - (k¥) =k x (U -7)
T (7+w)f7~v+ -w
e U - U estnotéu? et est appele carré scalaire de
o U= ||u|>? (carre de la Iongueur du vecteur)
o (U H+TV)=T o 242% -7 + w2 (celasignifiequéw + V) - (W + V) =" - U +2U -V + 0 -V )
— —\2 — = —9
o (W V)2 =u?-2% -V +
o (U —7)- (u +0)=u? -2
2. Produit scalaire et géométrie analytique
PROPRIETE
/
Siﬂ’( v ) et?( x/ ) alorsw - v = a2’ +yy etuw? = x? +y>?
Yy

2

(o)

=3x2+(-1)x6=06—6=0. Les vecteurs/ et v’ sont orthogonaux.

—

. 3
» Exemple :soit u’ ( . ) etw

- —
u - v

a) Applications aux équations de droite

PROPRIETES

-b
e Rappel : toute droite admet une équation (dite cartésienne) de la tarmeby + ¢ = 0 (avec(a, b) # (0,0)) et o ( )
a

est un vecteur directeur de la droite.
e On appelle vecteur normal d’'une droite tout vectelinon nul et orthogonal & un vecteur directeur de la droite.

. . . . a .
e Si une droite admet une équation de la forme+ by + ¢ = 0 alors 7’ ( ) ) est un vecteur normal de cette droite

- . . a . .
réciproquement, si une droite admet le vect@( ) > comme vecteur normal alors elle admet une équation de la f

ax+by+c=0.

prme

» Exemple :Soit A ( -3 ) ,B ( L ) etC < -1 > e Déterminons une équation de la médiatricd H€').
1 3 -5

-2 o . . .
Le vecteurBC' ( ) est un vecteur normal de la médiatrice qui admet donc une équation de laf@rme 8y + ¢ = 0.

Onendéduitque2x0—-8x (—-1)+c=0<c=—8.

La médiatrice doit passer pﬁr( ) , le milieu de[BC.

Une équation de la médiatrice est done2x — 8y — 8 = 0.



e Déterminons une équation de la hauteur issugdians le triangleA BC.

Le vecteurAC ( ) est un vecteur normal de cette hauteur qui admet donc une équation de l2formy + ¢ = 0

. La hauteur passe par le poiBt On en déduitqué x 1 —6 x3+c¢=0< ¢ = 16.

Une équation de la hauteur est dorir:— 6y + 16 = 0.

» Remarque : La droite D d'équationax + by + ¢ = 0 est perpendiculaire a la droife’ d’équationa’z + b’y + ¢ = 0

. . . R . _ —b
si et seulement si un vecteur directeur Beest orthogonal a un vecteur directeur B& Ainsi, D L D' & o ( ) .
a

a/

—~/ —y
ul< >_0<:>(b)x(b’)+a><a’—0<:>aa’+bb’—0.

b) Applications aux équations de cercle

Pour déterminer une équation du cercle de céﬂt(e Z ) et de rayonR, il suffit d’exprimer qu’un point\/ ( v ) appartient
Y

au cercle si et seulement@iM/? = R2.
Une équation est dondz — a)? + (y — b)? = RZ.

. 1
» Exemple :une équation du cercle de cenﬁe( ) ) etde rayon 3 est(r —1)? + (y — 2)? = 9.

Pour déterminer une équation du cercle de dianmeti@], il suffit d’exprimer qu’un point\/ ( ) appartient au cercle si et
Y

seulement si le produit scalairel/ - BM est nul.
M

A B

. L 1 3 . - —1
» Exemple :M < * ) appartient au cercle de diamefreB] avecA ( ) ) etB < A ) si et seulement si M < ‘ ) ) .
Yy — Y+

y—4
Une équation du cercle est dong? + 3% — 4z — 2y — 5 = 0.

-3
B—]\f( v ) = 0. Celaéquivautdz —1)(z —3) + (y +2)(y —4) =0 a2? —z -3z +3+y* — 4y +2y — 8 =0.



3. Produit scalaire et géométrie

a) Produit scalaire de deux vecteurs colinéaires

PROPRIETE
¢ Si  etw sontnon nuls et de méme sens alars v = || || x || 7' || (produit des longueurs)
¢ Si et w sont non nuls et de sens contraires alors v = —|| || x || v'|| (opposé du produit des longueurs)

. — —
eSiwu=0o0uv =0alorsw-v =0

Exemples
Méme sens Sens contraire
—
u o
> | ° | |
v
-V =3x2=6 WV =-3x2=—6

b) Produit scalaire de deux vecteurs non colinéaires

PROPRIETE

Etant donné deux vecteurs non nalset v’
Si on notep(7’), la projection orthogonale de sur une droite portant’, alorsona i - v = o - p(v)
(on est donc ramené au cas de deux vecteurs colinéaires)

K

o]
;
]

» Exemple :ABCD est un carré aved B = 3

B C
E»
O o F
I
I
|
.
A H D

_— — — —
e AD - AB =0 carAD et AB sont orthogonaux.

—_ = —_— —_— . .
e AD -CB = -3 x3=-9carAD etCB sont colinéaires et de sens contraires.

- =I5 T 5= . Vs -7 L TiTr S
e AD - AO = AD - AH =3 x 1,5 = 4,5 car le projeté orthogonal d&éO sur(AD) estAH et queAD et AH sont colinéaires

et de méme sens.
. L — = = = —_— — , 3 ) —
e Les produits scalaired D - AC, AD - BD et AD - EF' sont tous égaux entre eux. En effet, si on projette orthogonaleA@nt

—_— e . N — . . , —_— . =
BD et EF sur(AD) on obtient & chaque foid D . Donc tous ces produits scalaires sont égadd AD = 3 x 3 =09.

4. Produit scalaire et angles

PROPRIETE
. —_ — —
Dans un triangled BC, AB - AC = AB x AC x cos BAC.
C
A B

» Remarque : De fagon plus généraley - v = ||| x | 7| x cos (w, ).



>Exemple:SoitA< ! ) ,B( 3 ) etC( 2 )
1 2 4

9 1
E( 1>etAB:\/22+12:\/5.m<3>etAC:\/12+32:\/ﬁ.
—_— —
AB-AC 5 B 5 1
ABx AC ~ \5x V10 VoxvVhxvV2 V2

On peut endéduire que la mesure en radians de I'angle géomét@l?é’ est égale %

— — —
AB - AC =2x14+1x3 =5, donccos BAC =

|

PROPRIETE

Théoréme d’Al Kashi -
Dans un triangled BC, BC? = AB? + AC? — 2 AB x AC x cos BAC

5. Lignes de niveau

a) Ensemble des points\/ tels que M A% + M B? = k

PROPRIETE

Soit I, le milieu du segmertA B] (avecA # B).

. AB
Pour tout pointM, on aM A% + M B? =2 IM? +

Etant donné un réet, on en déduit que I'ensemble des poidtstels queM A% + M B? = k est un cercle, ou un point o
'ensemble vide.

2

(Théoréme de la médiane)

» Exemple : Soit A et B deux points tels quelB = 2. On cherche a déterminer I'ensembiedes pointsM tels que
MA?% + MB? = 20.
On utilise le théoréme de la méﬂ%nze :
4
MA?+MB2:2()<:>21M2+T :20@21M2+5:QO@IMQ:Q@IM:3(carIM>O).
L'ensembleFE est donc le cercle de centfeet de rayon 3.

. —_— ——
b) Ensemble des points\/ tels que MA- M B = k

z z z z o g oy
» Méthode générale :on décomposé/ A et M B en passant parle milieu de[AB].

» Exemple : Soit A et B deux points tels quelB = 4. On cherche a déterminer I'ensembiedes pointsiM tels que
—_— —

MA-MB = 12.

—_— — — — — — - -

MA-MB=12& (MI + IA) : (MI+ IB) —12.0r,1B = —IA.

on adonc,(erﬁl) : (m—ﬁl) =126 MI2—TA2 =12 MI? —22 =12 (carlA = ATB).

Onen déduitquél € E < MI? =16 < MI = 4. E est donc le cercle de centfest de rayon 4.

. -_—
c) Ensemble des points\/ tels queAM -« =k

» Méthode générale : On cherche un point particuliell appartenant a I'ensemble. On a alotél - @ = k. Ainsi,
-_— -_— - e —_— N —_— —_— N

AM - W =keAM - =AH -0 & (AM—AH) W =0 HM W=0HML7.

L'ensemble est alors la droite passant paet de vecteur normal, .

—_— —

» Exemple :Soit A et B deux points tels qud B = 3. On cherche a déterminer 'ensemiileles points\/ tels queAM - AB =
—6.

. . . —_— == . 6
Soit H le point de la droité AB) tel que AH et AB soient de sens contraires ettel g x AB =6 < AH = 3= 2.
Ainsi, on a bienAH - AB = —6.

. _— — —_ — —_— — — —_— — _ — — —
Dés lors AM - AB = —6 < AM - AB = AH - AB (AM—AH) "AB =0« HM-AB =0« HM L AB.
L'ensembleFE est alors la droite perpendiculairé AB) et passant paH.

E

c
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