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Exercices

Applications du produit scalaire (I) : relations métriques dans le triangle

> Exercice 1. Soit ABC un triangle tel que BC = 5cm, AB=8cm
et ABC = 30°

1. Calculer AC, BAC et BCA.

e AC? =BA? + BC? — 2BA x BCcosABC = 89 — 80c0s 30°
soit AC% = 89 — 40v/3 d’ol1 finalement :

AC = V89-40V3 = 4,44 cm.
e BC2 = AB2+AC? - 2AB x ACcosBAC d’oul
25 =64+ 89 —40v/3 — 2 x 81/89 — 40v/3 cos BAC

_ —-128+40v/3
donc cosBAC = —\/ et a la calculatrice,
-16v/89—-40v3

on obtient BAC ~ 34,26°
e BCA=180-BAC-ABC ~ 115,74°

2. Calculer, en cm?, I'aire du triangle ABC.

1 1
Aire(ABC) = EBAxBstinABC =3 x8x5sin30° = 10 cm?

3. La perpendiculaire en B a (BC) coupe la parallele a (BC)
passant par A au point D.

a) Calculer les longueurs DA, DB et DC.

* La droite (AB) coupe les droites paralleles (BC)
et (AD) formant ainsi des angles alterne-internes
d’ou BAD = ABC = 30° ainsi dans le triangle ABD

—  AD
rectangle en D, cosDAB = —
AB

< AD = ABcosDAB d’ol1 AD = 8¢0s30° = 4/3
. A/BT)=180—B/AT%—DKDTS=60°
donc cosABD = — <= BD = ABcosABD

<= BD =8co0s60°=4cm

b) Calculer une mesure de I’angle ACD.

Le triangle BCD est rectangle en B donc d’aprés le
théoreme de Pythagore, CD? = CB? + BD? = 41 donc
CD = V/41.

Dans le triangle ACD,

AD? = CA? + CD? - 2CA.CD cos ACD soit

CA? +CD? — AD?
2CA.CD
_ 89-40v3+41-(4V/3)?

21/89—40v/3 x V41

82— 403

) 2v/89-40v/3v41

d’ot1 ACD = 77,08°

cosACD =

> Exercice 2. On considére un parallélogramme ABCD, de centre K, tel que : AB =7, BC =5 et BD = 8. Calculer la longueur AC.

AB? + AD? - BD?

__ __ —— 10 1
Dans le triangle ABD, BD? = AB? + AD? —2AB x AD cosBAD < cosBAD = ————————— d’olicosBAD = == soit, al'aide

de la calculatrice, BAD = 81,79°

1 _ _
On en déduit que ADC = 7 (360 -2 x BAD) = 180 — BAD = 98,21°.

2AB x AD

— . — 1
Dans le triangle ADC, AC* = DA? + DC? - 2DA x DC cos (ADC) = 74 — 70cos (180 — BAD) = 74 + 70 cos BAD = 74 + 70 x ~=84dou

AC=2v21=9,17.
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> Exercice 3. Soit (O, 7, T)un repere orthonormé.
1. Déterminer une équation du cercle 6 de centre A(3; —2)
et de rayon 3,6.
B (x—xp0)?+(x—xp)2 =3,6% <= (x—3)2+(y+2)*>=3,6?
2. Lorigine O du repeére appartient-elle a € ?
Pourx=0ety=0,

(x=32+(y+22=(0-32%+(0+2)? =13 # 3,62 donc
0(0;0)¢€.

> Exercice 4.
1. Déterminer une équation du cercle de centre C(1; —3) et
de rayon 5.
E€:(x—1)%+(y+3)%2 =52

2. Le point A(—3; —6) est-il un point de ce cercle?
Pour x=-3 et y=—6,
(x-1)2+(y+3)2%=(-3-1)2+(-6+3)?> = 25 = 5% donc
A(-3;-6)e%.

3. Déterminer les points d’'ordonnée 2 de ce cercle.

Les points du plan d’ordonnée 2 ont une abscisse x qui vé-
rifie:

(x-=1D?+(2+3)%=5% < (x-1)>=0
— x-1=0

— x=1

Ainsi, un seul point de ¥ a pour ordonnée 2, il s’agit du
point de coordonnées (1; 2).

B(1;2) |

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

> Exercice 5. Dans un repere orthonormé (O, T, T)du plan, on considere les points A(-4; 3) et B(8; —2).

1. Déterminer une équation du cercle 6 de diametre [AB].

Méthode 1: Le cercle de diameétre [AB] a pour centre le milieu I (

1 1 13
r=gAB= V(- xn)”+ (yp-ya) = o
1\* 169
Ainsi€: (x-2)?%+|y—-=| =—
insi (x-=2) (y 2 1
Méthode 2: En utilisant le produit scalaire.
—>(x+4) —=(x-8
M(x,y)ecg@MA(y_S -MB(y_'_2 =0

= (x+4)(x-8)+(y-3)(y+2) =0
— x?-8x+4x-32+y*+2y-3y-6=0

— x2—4x+y2—y—38=0

— (x—2)2+

169

1\2
= x-2°%+ y——) =—
2 4

2. Montrer que le point E(2; 7) appartient au cercle € .

1 2
Pourx=2ety=7, (x—2)2+(y—5) =(2-2)2+

XA + XB . YA+ YB
’

1)2 4l 38=0
Y73 4 B

12
7——) =0+(
2

1
2 ) ( 2; > ) du segment [AB] et pour rayon

2169
) =TdoncE(2; 7)EE.



3. Déterminer une équation de la tangente a ce cercle au point E.

0
1 3) sont des vecteurs normaux a (A)

—(0
La tangente (A) a € au point E est la perpendiculaire en E au rayon [IE]. IE ( 5) et 21%(
2
d’ol:
(A):0x+13y+c=0etE(2;7)e(A) <= 13x7+¢c=0 < c=-91.Enconclusion: (A):13y =91 < y=7

4. Déterminer les points R et T du cercle dont I'ordonnée est nulle.

Un point M( x; y) de € a pour ordonnées nulle si et seule-
mentsi:
_9)2 _1)2_ 169 2 l:@
(x=2?+(y-3) =7 _ | -dx+a+g=7
y=0
{x -4x-38=0 (A=168)
—
\/16 4-/168
ou x=————
— 2
y=0
X=2-v42 ou x=2+32
—
y=0

Deux points de % ont donc une ordonnée nulle

M (2-v42;0)etMp(2+v42;0).

> Exercice 6. Dans un repere orthonormé (O, T, T)du plan, on considere les points A(-3; 2),B(5; 4) etC(3; —4).

1. Déterminer une équation de la médiatrice (A) de [AB] et une équation de la médiatrice (A) de [BC].

(xA+xB YAt )YB

. )(1;3).

* (A) estla perpendiculaire a (AB) passant par le milieu I de [AB] : 1

Z\ﬁ(g) est un vecteur normal de (A) d’ou1 (A):8x+2y+ ¢ =0.
I(1;3)e(A) < 8x1+42x3+¢c=0 < c=-14donc (A):8x+2y—-14=0 <> 4x+y-7=0.
* On obtient de méme, avec J(4; 0) milieu de [BC] : (A") : x+4y -4 =0.

2. En déduire les coordonnées du centre du cercle circonscrit au triangle ABC.

Le centre Q du cercle circonscrit est le point de concours des médiatrices, donc le point d’intersection des droites (A) et (A).
Ses coordonnées vérifient le systéme :

4 -7= —-7= - —_7= -3
x+y-7=0 — 4x+y—-7=0 — 4(-4y+4)+y-7=0 — y=3 ) doan(§ §)
x+4y-4=0 x=-4y+4 x=-4y+4 =z 5 5

3. Déterminer une équation de ce cercle.

Le cercle I circonscrit au triangle ABC a pour rayon QA = QB = QB.

8)\? 3\? 578 17\f
Ona QA= /G =x0)? + Oa—ya)? = (_3__ +z__) >78
V(A= x0)? + (ya— ya) \/ 5 5 25 = 5
578 8\? 3\> 578
Onendéduit:T: (x—x0)% + (y—ya)’ = o= < [x—=| + ——) =—
(r=xa)"+ (y-y0)"= 5 5] "\V75) T 25
4. Déterminer une équation de la tangente a ce cercle en A.
_ (23
La tangente (§) a I' au point A est la perpendiculaire en A a la droite (QA) donc QA( z5 ) est un vecteur normal a (8) et
5
SKﬁ (_?3) en est un autre.

Ainsi (8): —23x+7y+c=0mais A(-3;2)e(d) < -23x(-3)+7x2+c=0 < c=-83dou(d):-23x+7y—-83=0.
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> Exercice 7. Dans un repere orthonormé (O, , 7), on considere les points A(-3;2),B(1;5)etC(1; -1).
ainsi ABC est isocele en A.
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2. Déterminer I'équation cartésienne du cercle € de centre A passant par B.

5donc € : (x+3)% + (y—2)% = 25.

% a pour rayon AB

3. Déterminer une équation de la tangente (T) a € en B.

-19

)donc(T):4x+3y+c=OorB(1;5)€<€ < 4x14+3x5+c=0<= ¢

3

—>

(T) a pour vecteur normal AB

d’ou (T):4x+3y—-19=0.
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6. On considere 'ensemble & des points M( x; ¥ ) du plan vérifiant MB? + MC? = 50.
a) Exprimer MB? et MC? en fonction de x et y.
MB? = (xg —xm)% + (5B = ym)2 = (1 =02+ (5-y)? = x* + y* —2x— 10y + 26
et MC? = (xc —xm)?+ (Y —ym)2 = 1= X)? + (1= )2 = X% + y?> = 2x+ 2y + 2
b) Montrer que & est un cercle dont on déterminera les éléments caractéristiques.
Méthode 1:

MB2 + MC? =50 < x*>+y?—2x— 10y +26+ x> + y* = 2x+2y+2 =50
— 2x* +2y* —4x-8y =22
— x2+y2—2x—4y=11
= (x-D*+(y-2°-1-4=11
= (x-1*+(y-2?%=4%

donc & est le cercle de centre A’ et de rayon 4.
2

BC
Méthode 2: D’apres la formule de la médiane, MB? + MC? = 2MA”? + e ainsi,

Me & <> MB?+MC? =50

BC?
— 2MA”+ — =50  avec BC? = (xc —xg)* + (yc — y8)> =36

— MA”? =16
— MA'=4

<= M appartient au cercle de centre A’ et de rayon 4.

7. Calculer les coordonnées du centre du cercle circonscrit au triangle ABC.

Le centre de gravité G( x; y) du triangle ABC est situé aux deux tiers de la médiane [AA'] en partant du sommet A. On a donc:

— 2— x+3=2(1+3)
AG=-AA = 3
3 y-2=2%2-2)
— 1
S R
y=2




> Exercice 8. Dans le plan rapporté 4 un repére orthonormal, quel est le périmetre du cercle d’équation x? + y? + 14x— 10y +48 = 02
X2+ y2 +14x-10y+48=0 < (x+ 72 -49+ (y— 5)2-25+48=0 < (x+7)%+ (y— 5)2 = 26 donc il s’agit du cercle de centre
Q(-7; 5) etderayon r = v/26. Son périmetre est 2 = 2nr = 2mv/26.

> Exercice 9. Dans le plan muni d'un repere orthonormé (O, T, 7), on considere les points A(-3; 3),B(5;7),C(6;0),etIle
milieu du segment [AB]. ( on pourra s'aider d’une figure)

1.

Calculer E . A_C)

1@)(2) etﬁ(fg) doncE'E=8x9—4x3=60

. Calculer les longueurs AB et AC puis en utilisant une autre écriture de EA_C), déterminer une mesure au degré pres de I'angle

BAC.

AB= V82 +42 =4\5et AC= /9% + (-3)2 = 3V10.

D’une part, AB-AC =60 et d’autre part, AB-AC = AB x AC x cos BAC = 60v/2 cos BAC donc on peut en déduire :
60 V2

GOﬁcosﬂ\C =60 soit cosBAC = —— = — d’ot1 BAC = 45°.
60v2 2

. Calculer I'aire du triangle ABC.

1 — 1 2
aire(ABC) = EAB x AC x sinBAC = ) x 44/5 x 3v/10 x sin45° = 30v/2 x % =30.

. Déterminer les coordonnées du point I.

I(xA+xB . YA+ YB

2 )s01tI(1;5).

. Démontrer qu'une équation de la droite (A), médiatrice du segment [AB] est2x+ y =7.

— (8
La médiatrice de segment [AB] est la perpendiculaire a (AB) passant par I. Un vecteur normal de (A) est donc AB ( 4

Ainsi (A):8x+4y+c=0maisI(1;5)e(A) <= 8x1+4x5+c=0 <= c=-28dou(A):8x+4y—-28=0 < 2x+y="7.

. On admet qu’'une équation de la médiatrice (A’) du segment [AC] est 3x — y = 3. En déduire les coordonnées du centre du

cercle circonscrit I' au triangle ABC.

Le centre du cercle circonscrit est le point de concours des médiatrices donc ses coordonnées vérifient le systeme :

2x+y="7 2x+y="7 2x+3x-3=7 x=2 .
— — — douQ(2; 3).
3x-y=3 y=3x-3 y=3x-3 y=3x2-3=3

. Donner une équation cartésienne de T'.

Lerayon de I est r = QA = QB = QC. On calcule facilement QA =5 donc r = 5. Une équation cartésienne est alors : (x — 2)2 +
(y—3)? =52,

. Démontrer que I' et 'axe des abscisses ont deux point d’intersection dont on précisera les coordonnées.

Un point M( x; y) appartient a I et a ’axe des abscisses si ses coordonnées vérifient :

4-/64 4+64
=

x=—-2 ou x=6

y=0

ou

{(x—2)2+(y—3)2=25 {x2—4x—12=0 (A =64) x=

y=0 y=0 y=0

I' et 'axe (Ox) ont donc deux points d’intersection : M;(—2; 0) et C(6; 0).



> Exercice 10. Soit ABCD un parallélogramme de centre O tel 3. Donner la mesure de I'angle CAB arrondie au degré.

que AB=5,AD=4etBD=7. BC? = AB? + AC? - 2AB x AC x cos CAB
1. Donner la mesure de I'angle BAD arrondie au degré. > cosCAB = AB? +AC? - BC? soit cos CAB ~ 0,728

D’apres la formule d’Al-Kashi : 2AB x AG

— d’ot1 CAB =~ 43°.
BD? = AB? + AD? — 2AB x AD x cos BAD
4. Calculer BA- Eﬁ

A 8
<« 49=25+16—-2x5x%x4xcosBAD <= cosBAD = —— N
40 BA-BC = BA x BC x cosABC ~ 4,16

d’ot1 BAD ~ 102°.

A 5 B

2. Calculer lalongueur AC.
D’apres ce qui précede, ABC = 180° — BAD = 78° d’oi1 :

AC? = BA? + BC? — 2BA x BD x cos ABC
=52+42—2><5><4cosjﬁ3\c

=~ 32,68
AC=5,7
> Exercice 11. On considere un cercle € de centre O et de rayon aire(ABC) = 1 AB x AC x sinBAC
3. Soient [AB] et [AC] deux cordes de € 'telles que AB = 3 et 2

BAC = 80° AB 1
BAC =80°, C appartenant au grand arc AB. donc aire(ABC) = > x 3% v/9—18c0s 140°sin 80° = 8,33

1. Quelle estla nature du triangle OAB? En déduire la mesure
del’angle OAC, puis la valeur approchée au centieme de la
longueur AC.

[OA] et [OB] sont deux rayons du cercle €6 de rayon 3 donc
OA = OB = 3. De plus, AB = 3 donc OAB est équilatéral.

On peut en déduire que OAB = 60° donc que OAC = 20°.
Ainsi dans le triangle OAC isocele en O, AOC = 180 —2 x
20 = 140° et AC* = OA? + OC? — 20A x OCcosAOC = 18 -
18cos140°.

Soit finalement, AC = v9—-18cos 140° = 5,64

2. En déduire la valeur approchée au centiéme de I'aire du
triangle ABC.




> Exercice 12. Dans un repére orthonormé, on considére le cercle € d’équation x? + y> —6x—4y —4 = 0.

1. Déterminer les coordonnées du centre Q de € ainsi que son rayon.
x2+y2—6x—4y—4 =0 (x—3)2—9+(y—2)2—4—4 =0 < (x—-3)2%+ (y—2)2 =17 donc ¥ est le cercle de centre Q(3; 2)
etde rayon v'17.

2. Vérifier que le point A(—1; 1) appartienta €.
Pourx=-lety=1,(x-3)2+(y-22%=(-1-32+(1-22?=16+1=17donc A€ %.

3. Déterminer une équation cartésienne de la tangente (T) a € au point A.

—> (-4
La tangente (Ta) a € au point A est la perpendiculaire a (QQA) passant par A. Ainsi QA (_ 1) est un vecteur normal a (T4) qui a

donc une équation de la forme: (Tp): —4x—y+c=0.

Par ailleurs, A(-1;1)€¥¢ < —-4x(-1)—14+¢=0 < c=-3donc (Ty):-4x-y—-3=0 < 4x+y+3=0.
4. Soit 2 la droite d’équation x — y = 4. Déterminer une équation du cercle €’ de centre Q tel que 2 soit tangente a €’ .
OM- 7 =0

(1 N .
Si 9 de vecteur directeur u (1) est tangente a €’ en un point M( x; y) alors { A
xX—y=

donc M

)

(ﬁfﬁ':o (x=3)x1+(y-2)x1=0 xX—-3+x-4-2=0 =
— — —
x—y=4 y

—_—
N ©
DN~
P

[\S] [{ol V] [<e]

Xx-y=4 y=x-4 -4=1

9 V¥ (1 V¥ [9 32
Le rayon du cercle €’ est alors QMz\/(E—S) +( —2) = EzT\/_doncune équation de €’ est :

cg':(x—3)2+(y—2)2:§

> Exercice 13. On construit 7+ 1 points alignés Ag,Ay,..., A, tels que AgAg.1 = 3.

S est le point tel que AgS =7 et A;AS = a avec a € [0; g ]

1. Justifier que SA, 2=2SA;%2-31
D’apres le théoréme de la médiane dans le triangle SApAy, ona:

AgAy ?
SA02+SA22=ZSA12+% <> 49+SA,2=2SA; 2+18 <> SA,2=2SA;2-31

2. Justifier que SA; 2=58-42cosq, puis en déduire SA; et SA,.
D’apres la formule d’Al-Kashi dans le triangle SAgA;,
SA12=SAg2+A1A0% -2 xSAg x AgA; x cos
=49+9-42cosa
=58—-42cos«
d’ol1SA; = /58 —42cosa et SA, 2 =2(58 — 42 cos ) — 31 soit SA» = v/85 —84cosa
3. On définie la suite (uy) par up =7, u; = v58 —42 cos« et pour tout entier naturel n, u, = SA,.

Montrer que pour tout entier naturel 7, 1,42 = 4 /Zui+1 —u, 2+18.

D’apres le théoreme de la médiane dans le triangle SA;A ;42 :

AnAn+2

2
SA,2+SA,22=28A,41 %+ doncSA 422 =2SA,,12+18-SA, 2 d'ot1SA 12 =1/2SA,112—SA, 2 +18

SOit Upso = \/2Uns1 2 — Uy 2+ 18.

4. Proposer un algorithme en Python ou en langage TI qui permet d’afficher la valeur de usg.



from math import*
def fi{alpha):
u=7
v=sqrt(58-42*cos(alpha))
for i in range(49):
' w=sqrt(2*vFv-u*u+ls)
u=v
V=i
return w

La saisie de f(n/3) renvoie 146.62537297480264.

> Exercice 14. On considere deux points A et B tels que AB = 7 cm. Combien existe-t-il de de points C tels que le triangle ABC soit

un triangle rectangle d’aire 10 cm?.

NORMAL FLOTT AUTO REEL DEGRE HP
EDIT HENU: [a.lpha] [£51
PROGRAM: REC
:Input "ANGLE=",
72U
:{(58-42cos(R))»V
:For(I,1.49)
(2v~2-Un2+18)2H
1VaU

HAEAY

tEnd

Disp W

0

Pour A =60 ( calculatrice en mode degrés ), le résultat affiché

est 146,625373.

* Supposons que ABC est rectangle en A. Le point C est alors sur la perpendiculaire (As) en (A) a ABC.

. AB x AC
aire(ABC)=10 < — =

20
10 < AC= - et il y a deux positions possibles de C sur (Ay).

¢ Par un raisonnement analogue, il existe deux positions de C si ABC est rectangle en B.

* Supposons maintenant que ABC est rectangle en C. On a alors CA-CB = 0 donc le point C est situé sur le cercle € de diametre
1 1 20
[AB]. Soit H le projeté orthogonal de C sur (AB). aire(ABC) = EAB x CH donc P x 7 x CH =10 soit CH = - Ainsi C se situe

20 7 20
sur une droite paralléle a (AB) telle que CH = - et aussi sur le cercle de diametre [AB] et de rayon 3 > - Iy a deux droites

possibles et pour chacune d’elle deux intersections avec le cercle. Il y a donc 4 positions possibles pour C.

Iy a donc au total 8 possibilités pour C.

(Ap) (Ap)
€
C1 Cs Ce Cs
Y 4 9
20
7
vy [ H ]
[ L] B
|
2 |
7 |
|
|
|
|
|
\
C CB\_/C7 Cs




