Probabilités

28 novembre 2006

Table des matiéres

4.3 Uniforme intégrabilité . . . . . ... .. ... ... ... ... 3
5 Espérance conditionnelle 4
5.1 Rappels et compléments sur les tribus o(X) . . . . ... ... 4
5.2  Espérance conditionnelle. Le cas discret. . . . . .. .. .. .. 4
521 4
B.2.2 5

5.3 Définition et construction de I’espérance
conditionnelle sachant une tribu d’évenements . . . . . . . . . )
5.4 Premiers exemples d’espérance conditionnelle . . . . . . . . .. 7
5.5 Autres propriétés de I'espérance conditionnelle . . . . . . . .. 7
5.5.1 Convergence monotone . . . . . . . . . ... ... ... 7
5.5.2 Lemmede Fatou . ... ... ... ... ........ 7
5.5.3 Convergence dominée . . . . . . . ... ... ... ... 8
5.5.4 Inégalité de Jensen . . . . . . .. ... 8
BD.5.D 8
5.5.6 Transitivité . . . . . .. ... L 8
5.5.7 Propriété fondamentale . . . . . . ... ... 8
5.5.8 Indépendance et espérance conditionnelle . . . . . . . . 9
5.5.9 Probabilité conditionnelle . . . . ... ... ... ... 9
5.6 IHlustration et autres exemples . . . . . . . ... .. ... ... 10
5.6.1 Notion d’indépendance conditionnelle . . . . . . . . .. 10
5.6.2 Exemple de calcul via des densités . . . . .. ... .. 10
6 Martingales 11
6.1 Définitions. Exemples. Premieres propriétés. . . . . . . . . .. 11
6.1.1 Filtration . . . . ... ... ... ... ... 11
6.1.2 Définitions . . . . . . . ... Lo 11



6.1.3  Quelques propriétés élémentaires . . . . . . . .. . .. 12

Inégalités maximales de Doob . . . . . . ... ... ... ... 12
Deuxieme inégalité de Doob. Montées. Intervalles de montées . 12
Théoreme de convergence . . . . . . . . ... ... ... ... 14



4.3 Uniforme intégrabilité

Théoréme et définition (famille uniformément intégrable) : Soit
M c LY(Q,F,P). Sont équivalents :

L. M est bornée dans L', i.e. sup || X1 < +oo et Ve >0, 30 > 0 tels que
XeM
E(|X|14) <esiP(A) <6, AcFet XeM

lim |sup E (\X\lﬂx‘za}) =0
M

a—+oo | xe

On dit alors que M est une famille uniformément intégrable.

Théoréme : Soit {X,},>; une suite de variables aléatoires réelles
intégrables et soit X une variable aléatoire réelle (relative a (2, F,P)).

1
"X e Llet X, L X e "X, 25 X et {X, }n>1 est uniformément intégrable”

Théoreme : Soit {X,}n>1, X € L1(Q, F,P) telle que X,, 2> X, alors :
"X e Ll et X, L x < { X, }n>1 est uniformément intégrable

Illustration : Complément a la loi faible des grands nombres Soit
X une variable aléatoire réelle intégrable, {X,,},>1 une suite de variables
aléatoires réelles (2 a 2) indépendantes telle que Vn > 1, Px, = Px.

Alors :
X +---+ X,

n

2L E(X)




5 Espérance conditionnelle

5.1 Rappels et compléments sur les tribus o(X)

Rappel :Si X : (9, F,P)— (E,&), on note o(X) la plus petite sous-tribu
de F qui rend X mesurable.

o(X)={X"YB) : Beé&}

Théoréme : Soit Y une variable aléatoire réelle (relative a (02, F,P)),
alors Y est o(X)-mesurable si et seulement si il existe ¢ : (E, (F)) — R
E-mesurable telle que Y = ¢(X).

De méme si Y est une variable aléatoire positive, alors Y est
o(X)-mesurable si et seulement si il existe ¢ : (E, (E)) — R, E-mesurable
telle que Y = ¢(X).

Remarque : SiY = p(X) alors Y est o(X)-mesurable par composition.

Remarque

1. SiY est o(X)-mesurable bornée, |Y| < ¢ < 400, alors Y = ¢(X) avec
¢ mesurable telle que || < ¢

2. En pratique, si X est un vecteur aléatoire de R? : X = (X1,..., Xy) et

d
o(X)=o0 <U U(Xj)).
j=1
Si Y est o(X)-mesurable, alors il existe ¢ : R — R mesurable telle
que Y = p(Xy,...,Xy)

3. A propos de l'unicité pour I'égalité presque sure, si p(X) = ¢(X)
presque sturement, alors Px (¢ # ¢) =0

5.2 Espérance conditionnelle. Le cas discret.

Soit (€2, F,P) un espace de probabilité.

5.2.1
Si B € F, P(B) > 0, on défini la probabilité conditionnelle par :

P(AN B)

VAEF, Pp(4)=PAIB) = 5



1
C’est une probabilité sur F et Pg = ﬁp.

Si X € LY, F,P), alors X € L!(Pp) et :

Ep(X) = ﬁ /B XdP

5.2.2

Soit U : (Q, F,P) — (E,€) une variable aléatoire discrete (car E est
dénombrable).
Si A€ o(U) alors il existe B € £ telle que A= {U € B} = U{U = b}.

beB
Pour les b € E tels que P(U = b) > 0, on peut définir Ejy—, et Pjy—y.

Soit X une variable aléatoire réelle intégrable, on peut définir

1

Y =Ep—(X) = m U=b

XdP si P(U = b) > 0
Dans le cas ou P(U = b) =0, Y est une constante (indéterminée).

Remarque

1. "Y est o(U)” car une variable aléatoire est o(U)-mesurable si et seule-
ment si elle est constante sur chaque atome {U = b}.

2. E(JY]) < E(]X])

3. VA€ o(U), E(Y1y)=E(X1,)

Interprétation : Y (w) = espérance de X sachant U(w), d’ou la notation
(ultérieure) Y = E(X|U).

De méme, Y (w) est I'espérance de X lorsque, de lissue w, je connais toutes
les informations liées a o(U) (c’est a dire, VA € o(U) je sais si A est réalisée
ou non lors de l'issue w). D’ou la notation Y = E(X|o(U)).

5.3 Définition et construction de ’espérance

conditionnelle sachant une tribu d’événements
Définition (espérance conditionnelle) : Soit (2, F,P) un espace de pro-
babilité, B C F une sous-tribu d’évenements.

Soit X € LY, F,P), on appelle (version de I') espérance conditionnelle de
X sachant B toute variable aléatoire réelle Y sur (Q, F,P) telle que :

b}



1. Y € LY, F,P) et Y B-mesurable.
On note Y = E(X|B) presque stirement.

Remarque : Si Y’ est une autre variable aléatoire réelle B-mesurable telle
que Y =Y’ presque sturement, alors Y’ = E(X|B) presque stirement.

Lemme (unicité et monotonie) : Si X, X' € L}(Q, F,P),si Y et Y’ sont
des versions de E(X|B) et E(X’|B) (respectivement) et si X < X' presque
strement, alors Y <Y’ presque surement.

En particulier, si X = X’ presque surement, alors Y = Y presque strement.

Remarque : En particulier, si X > 0 presque sturement, alors
Y = E(X|B) > 0 presque stirement.

Lemme :Si X € L1(Q, F,P) et Y = E(X|B), alors E(|Y]) < E(|X])

Lemme (extension des identités d’espérance conditionnelle) : Si
X € LYQ, F,P) et Y = E(X|B) presque stirement, alors pour toute variable
aléatoire Z B-mesurable bornée

E(ZX)=E(YZ)

Théoréeme (existence) : Pour tout X € L£}(Q,F,P), pour toute sous-
tribu B de F, il existe une variable aléatoire Y telle que Y = E(X|B) presque
stirement.

Remarque : Si [X| < ¢ sur (Q,F,P), on peut alors choisir Y = E(X|B)
telle que |Y] < c.

Interprétation : SiY = E(X|B), par extrapolation du cas discret, on est
amené a interpréter Y (w) comme l'espérance de X lorsque 1’on sait pour tout
A € B on sait si A est réalisé ou non lors de l'issue w.

De méme, si Y = E(X|Z), alors Y (w) est l'espérance de X sachant Z(w).
Mais attention : Si P(Z = b) = 0, I’événement E(X|Z = b) n’a pas de sens.



5.4 Premiers exemples d’espérance conditionnelle
Si B={0,Q} SiX elL! alors
E(X|B) = E(X)

SiB=F SiXeclL! alors
E(X|B) =X

Si X est indépendante de B Si X € L', alors

E(X|B) = E(X)

Cas gaussien Soit (X7, ..., X,,;1) un vecteur gaussien centré, alors il existe
(aj)1<j<n € R™ tel que

E(Xn+1’X1, e 7Xn) = Z Oéij
7j=1

Remarque X — Y = E(X]|B) est une application linéaire croissante et est
une contraction (i.e. [|[Y]|1 < || X]1).

5.5 Autres propriétés de ’espérance conditionnelle

Soient (2, F,P) un espace de probabilité et B une sous-tribu de F.

5.5.1 Convergence monotone

Soit {X,},>1 une suite de variables aléatoires telles que Vn > 1, X,, €
LY, F,P) et X,, < X,,;1 presque siirement. On pose X = sup X,,.

n>1
Alors

E(X|B) = lim E(X,|B) presque surement

n—-+00

5.5.2 Lemme de Fatou

Soit { X, },>1 une suite de variables aléatoires telles que VYn > 1, X,, €
L1 (Q,F,P) et on suppose que limJirnf X, € L. Alors :

E (hm inf X,

n—-+o00

B) < liminf E (X,|B) presque siurement

n—-+oo



5.5.3 Convergence dominée

Soit {X,},>1 une suite de variables aléatoires et Z € L£L(Q, F,P), telles
que Vn > 1, X, € LLLF,P), |Xu| < Z et X, = X. Alors X €
LYQ, F,P) et

E(X|B) = lim E(X,|B) presque stirement

n—-+

5.5.4 Inégalité de Jensen

Soit X € £1(Q, F,P) et p : [ — R convexe, avec I intervalle de R tel que
P(X €I)=1.8Si ¢o(X) € LYQ, F,P), alors

v (E(X]B)) < E(¢(X)|B)

Application Si X € LP(Q, F,P), 1 < p < +oo, alors E(X|B) € L et
IE(X|B)I], < [IX1,

I

5.5.5
Si X € LY, F,P), alors
E(E(X[B)) = E(X)

5.5.6 Transitivité
Soient B; et By deux sous-tribus de F telles que By C By, alors
E(X|By) = E (E(X|Bs)| By) presque stirement

Remarque

1. Cette propriété est liée au théoreme des trois perpendiculaires pour les
espaces de Hilbert :
Si E est un espace de Hilbert et V;, V5 deux sous-espaces vectoriels
fermés de H tel que Vy C Vo, alors my, = my, o my,.

E(X|B:1) = E (E(X|B1)| By) presque stirement

5.5.7 Propriété fondamentale

Si X € LYQ,F,P) et Z est B-mesurable telle que ZX € L'(Q,F,P),
alors
ZE(X|B) = E(ZX|B) presque strement



5.5.8 Indépendance et espérance conditionnelle

Soient X € L1(Q, F,P), et B, B’ deux sous-tribus de F.
Si B et o(0(X) U B) sont indépendantes, alors

E(X|B) =E(X|o(BUB')) presque stirement

Lemme Soit & C B un w-systeme tel que Q2 € S et 0(S) = Bet X €
LY, F,P).
Alors pour que Y € £L1(Q, F,P), B-mesurable, soit une version de E(X|B),
il suffit que

VAeS, E(1.Y)=E(14X)

Remarque : B’ et X indépendant ne suffit pas.

5.5.9 Probabilité conditionnelle

Définition (probabilité conditionnelle) Soit (2, F,P) un espace de pro-
babilité et B une sous-tribu de F.

Soit A € F. On appelle version de la probabilité conditionnelle de A sachant
B toute version de E(14|B) :

P(A|B) = E(14]B)

P(A|B) est donc une variable aléatoire telle que :
1. 0 < P(A|B) <1 presque stirement

2. Pour toute suite (A, )nen+ d’éléments de F deux a deux disjoints :
+oo +oo
P (U A, B) => P(A,|B)
n=1 n=1

Remarque Si C est un atome de B tel que P(C') > 0, alors P(A|B) est
constante sur C'.

En général, on peut interpréter P(A|B)(w) comme la probabilité de A
sachant de w toutes les informations liées a B.



5.6 Illustration et autres exemples
5.6.1 Notion d’indépendance conditionnelle

Théoreme soient By, By et Bs trois sous-tribus de F. On a équivalence
entre :

1. VX, € bBy et VX3 € bBB3, on a :
E(X,X3|B,) = E(X,|Bs)E(X;|Bs)

2. VXl < bBl, E(Xﬂ[)’z) = E(X1’0-<BQ U Bg))
3. VX3 € ng, E(X3|Bg) = E(X3|O'<Bl U BQ))

Définition (indépendance conditionnelle) On dit que By et B; sont
indépendantes sachant By si I'une des propriété du théoreme est vérifiée.

5.6.2 Exemple de calcul via des densités

Théoréme : Soient U et V des vecteurs aléatoires dans R% et R tels que
Pwvy = fu1 @ pa, out py et pp sont des mesures sur R4 et R%,
Soit Z = h(U, V) intégrable, alors on a :

E(Z|U) = ¢(U) presque strement

avec B Jgao 1w, 0) f(u, v)dpa(v)

f]Rd2 f(u7 U>dﬂ2(v)

p(u)

Py-presque partout

Lemme Soit 1 une mesure o-finie sur R% et Y7, Y, mesurables positifs sur
R% tels que :

e, [ oiwda = [ 6(Yau)dn(u)

Alors Y] = Y5 p-presque partout.

10



6 Martingales

6.1 Définitions. Exemples. Premieres propriétés.
6.1.1 Filtration

Définition (filtration) Soit (Q2, F,P) un espace de probabilité et T C R,.
Une filtration d’ensemble de temps T est une famille {F;}ier de sous-tribus
de F telle que Vt,s € T, t < s = F; C Fs.

Définition (événement antérieur) On dit que A € F; est un évenement
antérieur a t.

Définition (processus adapté) Soit T C R, et {F;}ier une filtration.
Un processus (réel) adapté a {F;}ter est une famille {X;}ier de variables
aléatoires réelles telles que Vt € T, X, est F;-mesurable.

Définition (filtration propre) Soit {X;}ier un processus. Posons
F,=0(X; seT, s<t)cF

Alors {F} }er est une filtration appelée filtration propre de {X; }er.

6.1.2 Définitions

Définition (martingale) Soit {X,, },en une suite de variables aléatoires
réelles (sur (2, F,P)). On dit que {X,, },en est une martingale si :
l.VneN, X,elY(QF,P)
2. Vvne N, X, =E(X,;1|F;) presque sirement.

Remarque : On a alors Vm > n, E(X,,|F;) = X, presque sirement.

Par extension, si T C R, {F }ier une filtration. On appelle {F;}icr-
martingale, tout processus {X;}ier tel que :

1. {Xi}er est {Fi}ier-adapté
2.VteT, X,ecL!
3. Vs, t €T, s >t = X, =E(X,|F,) presque surement

11



Définition (sur-martingale) Soit {F,},en une filtration (sur (Q, F,P)).
Une {F, }nen-sur-martingale est un processus { X, }nen tel que :

1. Vn e N, X, est F,-mesurable
2.VneN, X,c/l!
3. Vvn e N, X, > E(X,1|F,) presque sirement

De plus, Vm,n € N, m > n = X,, > E(X,,|F, presque surement.
En particulier E(X,,) > E(X,,).

Définition (sous-martingale) Une {F,},en-sous-martingale est un pro-
cessus { X, }nen tel que {—X,, }nen est une {F, },en-sur-martingale.

6.1.3 Quelques propriétés élémentaires

Si { X, tnen et {Yi} nen sont des {F, }nen-sous-martingales, alors {X,, V
Yo bnens {X, bnen et { X, V alpen aussi.

Si { X, fnen est une {F, },en-martingale, alors {|X,,|}nen est une {F, }nen-
sous-martingale.

Si { X, bnen est une {F, }nen-sous-martingale et ¢ une application convexe
et croissante telle que ¢(X,,) est intégrable, alors {¢(X,,) }hen est une
{Fn }nen-sous-martingale.

6.2 Inégalités maximales de Doob
Théoréme Soit {X,, }o<n<ny une sous-martingale et a > 0. Alors

o ([ s 0] ) - Lmcxo

0<n<N

6.3 Deuxieme inégalité de Doob. Montées. Intervalles
de montées

Soit a < B € R.
On définit les temps ¢;(w), j > 1 en posant :

(w) = nf{j eN|X;(w)<a}
(w) = inf{jeN|j>tw), X;w)>p5}
torr1(w) = inf{j e N|j>tyw), X;w) <a}
(W) = nf{j eN|j>typn(w), X;w) >}

12



Avec la convention : inf @ = 400 1l est clair que {t;(w)};jen+ est une suite
croissante dans N et que :

Vp € N, { Xtzp1(w) (W) <a S% tap+1(w) < 400
tapt2(w) (W) =B si tgpra(w) < 400
et si tj(w) < 400, alors tj(w) < tjp1(w)!;

Définition (intervalle de montée) Les intervalles de montées de
{X;(w)}jen sur [a; f] sont les intervalles de la forme :

[tgj_l(W); tgj(w)] N N, si tgj(CU) < 400

Définition (intervalle de montée incompléte) Si ty;_;(w) < +o0 et
tyj(w) = +o0, on dit que t9;_1(w);t2;(w)] NN est un intervalle de montée
incomplete sur [a; 3.

Définition (nombre d’intervalle de montée) On appelle Mjy,4 le
nombre d’intervalles de montées de {X;(w)} sur [a; 5].

Lemme Notons Vk € N, Ay = {w € Q| 3j > 1, ty,_1(w) < k < ty;(w)}
(="on est en cours de montée, éventuellement incompleéte, a U'instant k7).
Alors :

A, € J(Xl,...,Xk)

Remarque : On ne peut pas espérer que A, = {w € Q| 3Jj > 1, {5, (w) <
k < tyj(w) < +oo} appartienne a (X7, ..., Xj).

Lemme : Pour chaque j € N*, t; est une variable aléatoire a valeurs dans
N.

Conséquence M),,s est une variable aléatoire a valeurs dans N.

Définition (nombre de montées antérieures) Pour chaque N € N*
on note M, []C\f 4 le nombre de montées antérieures a N.

Théoréeme de Doob : Si {X;};en est une sur-martingale, alors pour tout
N e N*:

1 E || XN+ |a
(M) < 5—E[Cty - a)-] < TN

13



6.4 Théoreme de convergence

Lemme Soit {z;};en est une suite réelle telle que Vo, 5 € Q, a < 3, le
nombre de montées de {z;}jen sur [o; (] est finie, alors {z,};eny converge
dans R.

Remarque : La réciproque est aussi vraie.

Théoréeme de convergence : Soit {X,},en une sur martingale bornée
dans L' (i.e. sup || X,|li < +o0). Alors {X,, },en converge presque stirement
neN

vers une variable aléatoire réelle intégrable.

Remarque : Si {F,},en est une filtration telle que { X, } est une {F},en-
+oo

sur-martingale bornée dans L! et si Foo = 0 (U fn>, on peut choisir X

n=0
Foo-mesurable telle que, si on note A = {—oco0 < limX,, = limX,, < +oo},

Vw € Q, Xoo(w) = liT Xp(w)la.

Remarque : En général, { X, },en ne converge pas dans L' vers X.

Corollaire : Soit {X,}neny une sur-martingale positive. Alors {X,, }nen
converge presque stirement vers X, € L.

Corollaire : Soit { X, },en une {F, }en-martingale uniformément bornée.
Alors X,, converge presque strement vers X, bornée et
E[|X, - Xs|] — 0.

n—-+o00

De plus, Vn € N, X, = E(X|F,).

Théoréeme de cloture des martingales : Soit {X,, },eny une {F, }en-

martingale mornée dans L' et X, = liI}_l X, presque strement, X, Foo-
n—-r+oo
mesurable et intégrable. On a alors équivalence entre :
1
1 X, 2 Xo

2. { X, }nen est uniformément intégrable
3. Vvn e N, X, = E(X,|F,) presque surement.
4. 3Y € L' telle que Vn € N, X, = E(Y|F,) presque siirement.

14



Lemme Soit X € £1(Q,F,P) et B une sous-tribu de F. On note Xz une
version de E(X|B).

Alors {Xg} scr  est uniformément intégrable.

sous-tribu

15
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