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4.3 Uniforme intégrabilité

Théorème et définition (famille uniformément intégrable) : Soit
M ⊂ L1(Ω,F , P). Sont équivalents :

1. M est bornée dans L1, i.e. sup
X∈M

‖X‖1 < +∞ et ∀ε > 0, ∃δ > 0 tels que

E(|X|1A) ≤ ε si P(A) ≤ δ, A ∈ F et X ∈ M

2.

lim
α→+∞

[
sup
X∈M

E
(
|X|1{|X|≥α}

)]
= 0

On dit alors que M est une famille uniformément intégrable.

Théorème : Soit {Xn}n≥1 une suite de variables aléatoires réelles
intégrables et soit X une variable aléatoire réelle (relative à (Ω,F , P)).

”X ∈ L1 et Xn
L1

−→ X” ⇔ ”Xn
pr−→ X et {Xn}n≥1 est uniformément intégrable”

Théorème : Soit {Xn}n≥1, Xn ∈ L1(Ω,F , P) telle que Xn
ps→ X, alors :

”X ∈ L1 et Xn
L1

−→ X” ⇔ {Xn}n≥1 est uniformément intégrable

Illustration : Complément à la loi faible des grands nombres Soit
X une variable aléatoire réelle intégrable, {Xn}n≥1 une suite de variables
aléatoires réelles (2 à 2) indépendantes telle que ∀n ≥ 1, PXn = PX .
Alors :

X1 + · · ·+ Xn

n

pr−→ E(X)
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5 Espérance conditionnelle

5.1 Rappels et compléments sur les tribus σ(X)

Rappel : Si X : (Ω,F , P) → (E, E), on note σ(X) la plus petite sous-tribu
de F qui rend X mesurable.

σ(X) = {X−1(B) : B ∈ E}

Théorème : Soit Y une variable aléatoire réelle (relative à (Ω,F , P)),
alors Y est σ(X)-mesurable si et seulement si il existe ϕ : (E, (E)) → R
E-mesurable telle que Y = ϕ(X).

De même si Y est une variable aléatoire positive, alors Y est
σ(X)-mesurable si et seulement si il existe ϕ : (E, (E)) → R+ E-mesurable
telle que Y = ϕ(X).

Remarque : Si Y = ϕ(X) alors Y est σ(X)-mesurable par composition.

Remarque :

1. Si Y est σ(X)-mesurable bornée, |Y | ≤ c < +∞, alors Y = ϕ(X) avec
ϕ mesurable telle que |ϕ| ≤ c

2. En pratique, si X est un vecteur aléatoire de Rd : X = (X1, . . . , Xd) et

σ(X) = σ

(
d⋃

j=1

σ(Xj)

)
.

Si Y est σ(X)-mesurable, alors il existe ϕ : Rd → R mesurable telle
que Y = ϕ(X1, . . . , Xd)

3. A propos de l’unicité pour l’égalité presque sûre, si ϕ(X) = φ(X)
presque sûrement, alors PX(ϕ 6= φ) = 0

5.2 Espérance conditionnelle. Le cas discret.

Soit (Ω,F , P) un espace de probabilité.

5.2.1

Si B ∈ F , P(B) > 0, on défini la probabilité conditionnelle par :

∀A ∈ F , PB(A) = P(A|B) =
P(A ∩B)

P(B)
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C’est une probabilité sur F et PB =
1B

P(B)
P.

Si X ∈ L1(Ω,F , P), alors X ∈ L1(PB) et :

EB(X) =
1

P(X)

∫
B

XdP

5.2.2

Soit U : (Ω,F , P) → (E, E) une variable aléatoire discrète (car E est
dénombrable).

Si A ∈ σ(U) alors il existe B ∈ E telle que A = {U ∈ B} =
⋃
b∈B

{U = b}.

Pour les b ∈ E tels que P(U = b) > 0, on peut définir E|U=b et P|U=b.
Soit X une variable aléatoire réelle intégrable, on peut définir

Y = EU=b(X) =
1

P(U = b)

∫
U=b

XdP si P(U = b) > 0

Dans le cas où P(U = b) = 0, Y est une constante (indéterminée).

Remarque :

1. ”Y est σ(U)” car une variable aléatoire est σ(U)-mesurable si et seule-
ment si elle est constante sur chaque atome {U = b}.

2. E(|Y |) ≤ E(|X|)
3. ∀A ∈ σ(U), E(Y 1A) = E(X1A)

Interprétation : Y (ω) = espérance de X sachant U(ω), d’où la notation
(ultérieure) Y = E(X|U).
De même, Y (ω) est l’espérance de X lorsque, de l’issue ω, je connais toutes
les informations liées à σ(U) (c’est à dire, ∀A ∈ σ(U) je sais si A est réalisée
ou non lors de l’issue ω). D’où la notation Y = E(X|σ(U)).

5.3 Définition et construction de l’espérance
conditionnelle sachant une tribu d’évènements

Définition (espérance conditionnelle) : Soit (Ω,F , P) un espace de pro-
babilité, B ⊂ F une sous-tribu d’évènements.
Soit X ∈ L1(Ω,F , P), on appelle (version de l’) espérance conditionnelle de
X sachant B toute variable aléatoire réelle Y sur (Ω,F , P) telle que :
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1. Y ∈ L1(Ω,F , P) et Y B-mesurable.

2. ∀A ∈ B, E(Y 1A) = E(X1A)

On note Y = E(X|B) presque sûrement.

Remarque : Si Y ′ est une autre variable aléatoire réelle B-mesurable telle
que Y = Y ′ presque sûrement, alors Y ′ = E(X|B) presque sûrement.

Lemme (unicité et monotonie) : Si X, X ′ ∈ L1(Ω,F , P), si Y et Y ′ sont
des versions de E(X|B) et E(X ′|B) (respectivement) et si X ≤ X ′ presque
sûrement, alors Y ≤ Y ′ presque sûrement.
En particulier, si X = X ′ presque sûrement, alors Y = Y ′ presque sûrement.

Remarque : En particulier, si X ≥ 0 presque sûrement, alors
Y = E(X|B) ≥ 0 presque sûrement.

Lemme : Si X ∈ L1(Ω,F , P) et Y = E(X|B), alors E(|Y |) ≤ E(|X|)

Lemme (extension des identités d’espérance conditionnelle) : Si
X ∈ L1(Ω,F , P) et Y = E(X|B) presque sûrement, alors pour toute variable
aléatoire Z B-mesurable bornée

E(ZX) = E(Y Z)

Théorème (existence) : Pour tout X ∈ L1(Ω,F , P), pour toute sous-
tribu B de F , il existe une variable aléatoire Y telle que Y = E(X|B) presque
sûrement.

Remarque : Si |X| ≤ c sur (Ω,F , P), on peut alors choisir Y = E(X|B)
telle que |Y | ≤ c.

Interprétation : Si Y = E(X|B), par extrapolation du cas discret, on est
amené à interpréter Y (ω) comme l’espérance de X lorsque l’on sait pour tout
A ∈ B on sait si A est réalisé ou non lors de l’issue ω.

De même, si Y = E(X|Z), alors Y (ω) est l’espérance de X sachant Z(ω).
Mais attention : Si P(Z = b) = 0, l’évènement E(X|Z = b) n’a pas de sens.
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5.4 Premiers exemples d’espérance conditionnelle

Si B = {Ø, Ω} Si X ∈ L1, alors

E(X|B) = E(X)

Si B = F Si X ∈ L1, alors

E(X|B) = X

Si X est indépendante de B Si X ∈ L1, alors

E(X|B) = E(X)

Cas gaussien Soit (X1, . . . , Xn+1) un vecteur gaussien centré, alors il existe
(αj)1≤j≤n ∈ Rn tel que

E(Xn+1|X1, . . . , Xn) =
n∑

j=1

αjXj

Remarque X 7→ Y = E(X|B) est une application linéaire croissante et est
une contraction (i.e. ‖Y ‖1 ≤ ‖X‖1).

5.5 Autres propriétés de l’espérance conditionnelle

Soient (Ω,F , P) un espace de probabilité et B une sous-tribu de F .

5.5.1 Convergence monotone

Soit {Xn}n≥1 une suite de variables aléatoires telles que ∀n ≥ 1, Xn ∈
L1(Ω,F , P) et Xn ≤ Xn+1 presque sûrement. On pose X = sup

n≥1
Xn.

Alors
E(X|B) = lim

n→+∞
E(Xn|B) presque sûrement

5.5.2 Lemme de Fatou

Soit {Xn}n≥1 une suite de variables aléatoires telles que ∀n ≥ 1, Xn ∈
L1

+(Ω,F , P) et on suppose que lim inf
n→+∞

Xn ∈ L1. Alors :

E
(

lim inf
n→+∞

Xn

∣∣∣∣B) ≤ lim inf
n→+∞

E (Xn|B) presque sûrement
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5.5.3 Convergence dominée

Soit {Xn}n≥1 une suite de variables aléatoires et Z ∈ L1(Ω,F , P), telles

que ∀n ≥ 1, Xn ∈ L1
+(Ω,F , P), |Xn| ≤ Z et Xn

ps−→ X. Alors X ∈
L1(Ω,F , P) et

E(X|B) = lim
n→+∞

E(Xn|B) presque sûrement

5.5.4 Inégalité de Jensen

Soit X ∈ L1(Ω,F , P) et ϕ : I → R convexe, avec I intervalle de R tel que
P(X ∈ I) = 1. Si ϕ(X) ∈ L1(Ω,F , P), alors

ϕ (E(X|B)) ≤ E (ϕ(X)|B)

Application Si X ∈ Lp(Ω,F , P), 1 ≤ p ≤ +∞, alors E(X|B) ∈ Lp et

‖E(X|B)‖p ≤ ‖X‖p

5.5.5

Si X ∈ L1(Ω,F , P), alors

E (E(X|B)) = E(X)

5.5.6 Transitivité

Soient B1 et B2 deux sous-tribus de F telles que B1 ⊂ B2, alors

E(X|B1) = E (E(X|B2)| B1) presque sûrement

Remarque

1. Cette propriété est liée au théorème des trois perpendiculaires pour les
espaces de Hilbert :
Si E est un espace de Hilbert et V1, V2 deux sous-espaces vectoriels
fermés de H tel que V1 ⊂ V2, alors πV1 = πV1 ◦ πV2 .

2.
E(X|B1) = E (E(X|B1)| B2) presque sûrement

5.5.7 Propriété fondamentale

Si X ∈ L1(Ω,F , P) et Z est B-mesurable telle que ZX ∈ L1(Ω,F , P),
alors

ZE(X|B) = E(ZX|B) presque sûrement
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5.5.8 Indépendance et espérance conditionnelle

Soient X ∈ L1(Ω,F , P), et B, B′ deux sous-tribus de F .
Si B′ et σ(σ(X) ∪ B) sont indépendantes, alors

E(X|B) = E(X|σ(B ∪ B′)) presque sûrement

Lemme Soit S ⊂ B un π-système tel que Ω ∈ S et σ(S) = B et X ∈
L1(Ω,F , P).
Alors pour que Y ∈ L1(Ω,F , P), B-mesurable, soit une version de E(X|B),
il suffit que

∀A ∈ S, E(1AY ) = E(1AX)

Remarque : B′ et X indépendant ne suffit pas.

5.5.9 Probabilité conditionnelle

Définition (probabilité conditionnelle) Soit (Ω,F , P) un espace de pro-
babilité et B une sous-tribu de F .
Soit A ∈ F . On appelle version de la probabilité conditionnelle de A sachant
B toute version de E(1A|B) :

P(A|B) = E(1A|B)

P(A|B) est donc une variable aléatoire telle que :

1. 0 ≤ P(A|B) ≤ 1 presque sûrement

2. Pour toute suite (An)n∈N∗ d’éléments de F deux à deux disjoints :

P

(
+∞⋃
n=1

An

∣∣∣∣∣B
)

=
+∞∑
n=1

P(An|B)

Remarque Si C est un atome de B tel que P(C) > 0, alors P(A|B) est
constante sur C.

En général, on peut interpréter P(A|B)(ω) comme la probabilité de A
sachant de ω toutes les informations liées à B.
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5.6 Illustration et autres exemples

5.6.1 Notion d’indépendance conditionnelle

Théorème soient B1, B2 et B3 trois sous-tribus de F . On à équivalence
entre :

1. ∀X1 ∈ bB1 et ∀X3 ∈ bB3, on a :

E(X1X3|B2) = E(X1|B2)E(X3|B2)

2. ∀X1 ∈ bB1, E(X1|B2) = E(X1|σ(B2 ∪ B3))

3. ∀X3 ∈ bB3, E(X3|B2) = E(X3|σ(B1 ∪ B2))

Définition (indépendance conditionnelle) On dit que B1 et B3 sont
indépendantes sachant B2 si l’une des propriété du théorème est vérifiée.

5.6.2 Exemple de calcul via des densités

Théorème : Soient U et V des vecteurs aléatoires dans Rd1 et Rd2 tels que
P(U,V ) = fµ1 ⊗ µ2, où µ1 et µ2 sont des mesures sur Rd1 et Rd2 .
Soit Z = h(U, V ) intégrable, alors on a :

E(Z|U) = ϕ(U) presque sûrement

avec

ϕ(u) =

∫
Rd2

h(u, v)f(u, v)dµ2(v)∫
Rd2

f(u, v)dµ2(v)
PU -presque partout

Lemme Soit µ une mesure σ-finie sur Rd1 et Y1, Y2 mesurables positifs sur
Rd1 tels que :

∀θ ∈ bB+
Rd1

,

∫
Rd1

θ(u)Y1(u)dµ(u) =

∫
Rd1

θ(u)Y2(u)dµ(u)

Alors Y1 = Y2 µ-presque partout.
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6 Martingales

6.1 Définitions. Exemples. Premières propriétés.

6.1.1 Filtration

Définition (filtration) Soit (Ω,F , P) un espace de probabilité et T ⊂ R+.
Une filtration d’ensemble de temps T est une famille {Ft}t∈T de sous-tribus
de F telle que ∀t, s ∈ T, t ≤ s ⇒ Ft ⊂ Fs.

Définition (évènement antérieur) On dit que A ∈ Ft est un évènement
antérieur à t.

Définition (processus adapté) Soit T ⊂ R+ et {Ft}t∈T une filtration.
Un processus (réel) adapté à {Ft}t∈T est une famille {Xt}t∈T de variables
aléatoires réelles telles que ∀t ∈ T, Xt est Ft-mesurable.

Définition (filtration propre) Soit {Xt}t∈T un processus. Posons

F◦
t = σ(Xs, s ∈ T, s ≤ t) ⊂ F

Alors {F◦
t }t∈T est une filtration appelée filtration propre de {Xt}t∈T.

6.1.2 Définitions

Définition (martingale) Soit {Xn}n∈N une suite de variables aléatoires
réelles (sur (Ω,F , P)). On dit que {Xn}n∈N est une martingale si :

1. ∀n ∈ N, Xn ∈ L1(Ω,F , P)

2. ∀n ∈ N, Xn = E(Xn+1|F◦
n) presque sûrement.

Remarque : On a alors ∀m ≥ n, E(Xm|F◦
n) = Xn presque sûrement.

Par extension, si T ⊂ R+, {Ft}t∈T une filtration. On appelle {Ft}t∈T-
martingale, tout processus {Xt}t∈T tel que :

1. {Xt}t∈T est {Ft}t∈T-adapté

2. ∀t ∈ T, Xt ∈ L1

3. ∀s, t ∈ T, s ≥ t ⇒ Xt = E(Xs|Ft) presque sûrement
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Définition (sur-martingale) Soit {Fn}n∈N une filtration (sur (Ω,F , P)).
Une {Fn}n∈N-sur-martingale est un processus {Xn}n∈N tel que :

1. ∀n ∈ N, Xn est Fn-mesurable

2. ∀n ∈ N, Xn ∈ L1

3. ∀n ∈ N, Xn ≥ E(Xn+1|Fn) presque sûrement

De plus, ∀m, n ∈ N, m ≥ n ⇒ Xn ≥ E(Xm|Fn presque sûrement.
En particulier E(Xn) ≥ E(Xm).

Définition (sous-martingale) Une {Fn}n∈N-sous-martingale est un pro-
cessus {Xn}n∈N tel que {−Xn}n∈N est une {Fn}n∈N-sur-martingale.

6.1.3 Quelques propriétés élémentaires

Si {Xn}n∈N et {Yn}n∈N sont des {Fn}n∈N-sous-martingales, alors {Xn ∨
Yn}n∈N, {X+

n }n∈N et {Xn ∨ α}n∈N aussi.

Si {Xn}n∈N est une {Fn}n∈N-martingale, alors {|Xn|}n∈N est une {Fn}n∈N-
sous-martingale.

Si {Xn}n∈N est une {Fn}n∈N-sous-martingale et ϕ une application convexe
et croissante telle que ϕ(Xn) est intégrable, alors {ϕ(Xn)}n∈N est une
{Fn}n∈N-sous-martingale.

6.2 Inégalités maximales de Doob

Théorème Soit {Xn}0≤n≤N une sous-martingale et α > 0. Alors

P
([

sup
0≤n≤N

Xn

]
≥ α

)
=

1

α
E(X+

N)

6.3 Deuxième inégalité de Doob. Montées. Intervalles
de montées

Soit α < β ∈ R.
On définit les temps tj(ω), j ≥ 1 en posant :

t1(ω) = inf{j ∈ N | Xj(ω) ≤ α}
t2(ω) = inf{j ∈ N | j ≥ t1(ω), Xj(ω) ≥ β}

t2k+1(ω) = inf{j ∈ N | j ≥ t2k(ω), Xj(ω) ≤ α}
t2k+2(ω) = inf{j ∈ N | j ≥ t2K+1(ω), Xj(ω) ≥ β}
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Avec la convention : inf Ø = +∞ Il est clair que {tj(ω)}j∈N∗ est une suite
croissante dans N et que :

∀p ∈ N,

{
Xt2p+1(ω)(ω) ≤ α si t2p+1(ω) < +∞
Xt2p+2(ω)(ω) ≥ β si t2p+2(ω) < +∞

et si tj(ω) < +∞, alors tj(ω) < tj+1(ω) ! ;

Définition (intervalle de montée) Les intervalles de montées de
{Xj(ω)}j∈N sur [α; β] sont les intervalles de la forme :

[t2j−1(ω); t2j(ω)] ∩ N, si t2j(ω) < +∞

Définition (intervalle de montée incomplète) Si t2j−1(ω) < +∞ et
t2j(ω) = +∞, on dit que t2j−1(ω); t2j(ω)] ∩ N est un intervalle de montée
incomplète sur [α; β].

Définition (nombre d’intervalle de montée) On appelle M[α;β] le
nombre d’intervalles de montées de {Xj(ω)} sur [α; β].

Lemme Notons ∀k ∈ N, Ak = {ω ∈ Ω | ∃j ≥ 1, t2j−1(ω) ≤ k < t2j(ω)}
(=”on est en cours de montée, éventuellement incomplète, à l’instant k”).
Alors :

Ak ∈ σ(X1, . . . , Xk)

Remarque : On ne peut pas espérer que A′
k = {ω ∈ Ω | ∃j ≥ 1, t2j−1(ω) ≤

k < t2j(ω) < +∞} appartienne à σ(X1, . . . , Xk).

Lemme : Pour chaque j ∈ N∗, tj est une variable aléatoire à valeurs dans
N.

Conséquence M[α;β] est une variable aléatoire à valeurs dans N.

Définition (nombre de montées antérieures) Pour chaque N ∈ N∗,
on note MN

[α;β] le nombre de montées antérieures à N .

Théorème de Doob : Si {Xj}j∈N est une sur-martingale, alors pour tout
N ∈ N∗ :

E
[
MN

[α;β]

]
≤ 1

β − α
E [(XN − α)−] ≤ E [|XN |] + |α|

β − α
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6.4 Théorème de convergence

Lemme Soit {xj}j∈N est une suite réelle telle que ∀α, β ∈ Q, α < β, le
nombre de montées de {xj}j∈N sur [α; β] est finie, alors {xj}j∈N converge
dans R.

Remarque : La réciproque est aussi vraie.

Théorème de convergence : Soit {Xn}n∈N une sur martingale bornée
dans L1 (i.e. sup

n∈N
‖Xn‖1 < +∞). Alors {Xn}n∈N converge presque sûrement

vers une variable aléatoire réelle intégrable.

Remarque : Si {Fn}n∈N est une filtration telle que {Xn} est une {F}n∈N-

sur-martingale bornée dans L1 et si F∞ = σ

(
+∞⋃
n=0

Fn

)
, on peut choisir X∞

F∞-mesurable telle que, si on note A = {−∞ < limXn = limXn < +∞},
∀ω ∈ Ω, X∞(ω) = lim

n→+∞
Xn(ω)1A.

Remarque : En général, {Xn}n∈N ne converge pas dans L1 vers X∞.

Corollaire : Soit {Xn}n∈N une sur-martingale positive. Alors {Xn}n∈N
converge presque sûrement vers X∞ ∈ L1.

Corollaire : Soit {Xn}n∈N une {Fn}n∈N-martingale uniformément bornée.
Alors Xn converge presque sûrement vers X∞ bornée et
E [|Xn −X∞|] −→

n→+∞
0.

De plus, ∀n ∈ N, Xn = E(X∞|Fn).

Théorème de clôture des martingales : Soit {Xn}n∈N une {Fn}n∈N-
martingale mornée dans L1 et X∞ = lim

n→+∞
Xn presque sûrement, X∞ F∞-

mesurable et intégrable. On a alors équivalence entre :

1. Xn
L1

−→ X∞

2. {Xn}n∈N est uniformément intégrable

3. ∀n ∈ N, Xn = E(X∞|Fn) presque sûrement.

4. ∃Y ∈ L1 telle que ∀n ∈ N, Xn = E(Y |Fn) presque sûrement.
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Lemme Soit X ∈ L1(Ω,F , P) et B une sous-tribu de F . On note XB une
version de E(X|B).
Alors {XB} B⊂F

sous-tribu
est uniformément intégrable.
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