Lycée Pilote de L’ Ariana SUITES REELLES 4me Math
MR;: LATRACH: COURS 2010/2011

1)Rappel et complément :
a) Activité 1

b)Activité :
Soit u la suite définie sur IN par :u, = _cos(nm)

2n+(=1)"
a)Exprimer u,, et u,,.; en fonction de n

Rqgue : Les suites u,, et u,,.1 sont dites deux suites extraites de la suite u

1-1) Définition

Soit u la suite définie sur Il ={n, ne IN etn > ng } et | un réel fini

T (T A PP

N (UL )= 00 ottt e e et

b)Théoréme 1 :

Soit u la suite définie sur | et ¢ un réel ; (¢ peut étre infinie )

lim(un)= € < lim(uyn)=lim(uzn.g) = ¢

Application :
Etudier la limite de la suite u définie par u, = (-1)".

c)Théoréme 2 :

Toute suite convergente est bornée
Dém :
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Rque : une suite bornée n’est pas forcement convergente
Contre exemple :u, = (-1)".

2)Limite et ORDRE :

a)Théoréme 3 :
. lim(u,) =1
[ . .
Ilexiste un entier p de IN tels que pour tout ndelonau, >0 desquen>p
Alors 120

Corollaire 1
. lim(u,) =1
|
Ilexiste un entier p de IN tels que pour tout ndelonau, <0 desquen>p
Alors 10

Corollaire 2 :

~[lim(u ) =1

> {II existe un entier p de IN telsque pour tout ndelona:a<u, <b desquen>p
Alors a<l< b

Corollaire 3 :

C[lim(u,)=1etlim(v,) =TI

> {II existe un entier p de IN tels que pour tout ndelonau, <v, desquen>p
Alors 1<’

Reflexe : lim(u,)=¢ & lim(u,- ¢€)=0

.Dém :

c)Théoréme 4:

Soient u et v deux suites définies sur | :
lim( v,)=0
Si . ,
Il existe unentier p deIN tels que pourtout ndelona0< |un| <v, desquen>p

Alors lim(u,) =0
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Corollaire 4 ( Théoreme de GENDARMES)
Soient u, v et w trois suites définies sur |

. lim(u,)=lim(v,) =1 ;(lestfinie)
|
Il existe un entier p de IN tels que pour tout nde lonau, <w, <v, desquen>p

Alors la suite w est convergente etona: lim (w,) =1
Dém :

Remarque :
lim(u, = ¢) =0< lim (u,) =¢

lim | u,|= 0 < lim(u,)=0

d)Théoréeme 5 :

Soient u et v deux suites définies sur | :
. lim(v,) =+
[ . .
Ilexiste un entier p de IN telsque pour tout ndelona:v, <u, desquen>p

Alors lim(u,) = +oo

lim(v,) = —oo

|
{Ilexiste un entier pde IN tels que pour tout ndelona:u, <v, desquen>p

Alors lim(u,) = -o0

Reflexe :

Soit u une suite géomeétrique de raison q et premier terme a non nul
Sig>lalorslimu,=+csia>0 et lim(u,)=-o sia<0

Sig=1 alors uestconstanteetlim(u,)=a

Si 0<|q|<1 alorslim(u,)=0
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Si g <-1 alors u n’est pas convergente.
Exemple
Activité 6 p 33

3)Opérations sur les limites :
Tableau des limites

li li li
im v Jim v, im G+ v,)
L L L+l
L +00 +00
-0 L -00
+o0 +00 +o0
-00 -00 -00
+00 -0 No conclusion
lim /u,/ lim /v, / lim (/uy, * v,/)
n—+co n—>+oo n—+coo
L L’ L.l
Lz0 +00 +00
+00 +00 +00
0 +00 No conclusion
lim /un/ lim /vn/ lim (/un /vn/)
n-+o n—+oo n—+o
L L'z0 L/l
+00 L’ +00
L +00 0
0 0 No conclusion

Exercice :
1)Soit u la suite définie sur IN* par : u, =2(1 +%)(1 +%).......(1 +%)
a)Calculer lim( u, )

b)Déduire lim( %)

2)Calculer lim (1 +1—) (1+
n n+1 2n
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4)Suite de type v, = f(u,)

Théoréme 6
f est continue sur | contenant |

Si { (un) est une suite convergente vers | Alors lim ( f(u,))= (1)
Pourtoutn,onau, el

Théoréme 7
f est définie sur |
u, €I, pour tout n
Si- Y lim(uy)=I (I fini ou infini) Alors lim,, 4o f(Uy) flu)) =L
lim (fx)=L
Xx— 1

Exemple : calculer lim tan( al: )
n—+oo 2n+1

Corollaire :(Théoreme de 4 point)

Uny1 = f(un)

(up) est convergente vers |

f est continue sur leten

u, €1, pour tout n

Alors ¢= f( ¢) ; (uestune suite récurrente)

Si
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5)Convergence des suites monotone :
a) Activité 1 p 70

b)Théoréme 8 :

Soit u une suite définie sur | C IN
S { (u,) est croissante
|

(Uy) est majorée Alors  (u,) estconvergenteversletona:u,<I, pourtoutn €l
n

] (uy) est décroissante
Si Alors (u,) estconvergenteversletona:u,21, pourtoutn el

('uy) est minorée

c)Théoréme 9:
(un) est croissante )
{ (uy) est non majorée Alors lim({uy) = +c0
. {(un) est décroissante
S ('uy) est non minorée
Dém :

Alors lim(u,) = -co.

Exercice :

Uni1 = \/ 2+un

0=
a)Montrer que pourtoutnona:0<u,<2
b)Etudier la monotonie de la suite u
c)Déduire que u est convergente
d)Déterminer la limite | de u

Soit u la suite définie sur IN par{
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6)Suites adjacentes
a)Déf :
Soient u et v deux suites définies sur |

(un) est croissante
On dit que (u,) et (v,) sont adjacentes SSi | (Vn) est décroissante

lim(u,—v,)=0
Remarques :
(un) est croissante
Siona:y (v, estdécroissante alors u, <v,

lim(u,—v,)=0
En effet :
Considérons la suite w définie sur | par w, =u,—v, alorsona:
{ W est croissante ( somme de deux suites croissantes)
W est convergente (limw = 0)
alors w, <0 (D’aprésthéo 8 ) parsuiteu,<v, AR

b)Théoréme 10:
Si (u,) et (v,) sont deux suites adjacentes alors ( u, ) et ( v, ) sont convergentes vers la méme limite

Application :
Activité 1 p 43 ;
Ex 21 et Ex25
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