COMPLEXES
Exercice 1 Asie Juin — 99
1: Pour tout nombre complexe Z, on pose P(Z)*= Z
a: Factoriser P(Z).
b: En déduire les solutions dans l'ensemble C de
complexes de I'équation P(Z) = 0.
C: Déduire de la question précédente les solutions da
4

C de I'équation d'inconnue [ 2 z-;lj =1

Z_

2:a: Le plan complexe (P) est rapporté a un repér
orthonormal direct (O (i, V). Unité graphique 5m.
Placer les points A, B et C d'affixes respectives :

a:—2,b:—1 _3 etc—E +ﬂ .
5 5 5

b: Démontrer que les points O , A, B et C sontésitu
sur un cercle , que I'on déterminera.
3: Placer le point D d'affixd = — 0,5.
Exprimer sous forme trigonométrique le nombre caxek

. ,_a-c
défini par :Z2 = ——

d-c

En déduire le rappo%.

Quelle autre conséquence géomeétrique peut-on ter
I'expression d& ?
Correction

Exercice 2 Polynésie Juin — 99

Le plan complexe (P) est rapporté a un repére ootmal
direct (O ;U,V). Unité graphique = 2cm.

C désigne I'ensemble des nombres complexes.

1: Résoudre, dans C, I'équation (Ef = 8 = 0.

2: On considére dans le plan (P) les points A, B et ¢

d'affixes respectives :

ZA:—1+i \/_3,ZB=2,ZC=—1—i \/_3

Ecrirez, etz sous forme trigonométrique.

Placer les points A, B et C.

Déterminer la nature du triangle ABC.

On considere I'applicatiohdu plan dans lui méme

qui a tout point M d'affixe associe le point M' d'affixa telle
2im

que:z=e 3 z

a: Caractériser géométriqguement l'applicafion

b: Déterminer les images des points A et C parEn

déduire lI'image de la droite (AC) plar

Correction

wWwoOo oo

Exercice 3 Guadeloupe — Guyane — Martinique Juin 99

Le plan est rapporté a un repére orthonormal d{f@ctt , V).
On considere le point A d'affixe 1 et, pauappartenant a | =
[0 ; T, le point M d'affixez=¢'“.

On désigne par P le point d'affixe 1z+et par Q le point
d'affixe z°.

1: A partir du point M, donner une construction
géométrique du point P et une construction géomqédridu
point Q. Les point , A, M, P et Q seront placéssue méme
figure.

2: Déterminer I'ensemble des point P, poar
appartenant a |. Tracer cet ensemble sur la figtéeédente.

3: Soit S le point d'affixe 1 4 + z 2 ou z désigne
toujours l'affixe du point M. Construire S, en jtiant la
construction.

4: Dans le ces ou S est différent de 0, tracer létedro

(OS). Quelle conjecture apparait, relativement@ntM?

) 1+z+22 , .
Démontrer que le nombre———— est réel, quel que sait
z

appartenant a l.
Conclure sur la conjecture précédente.
Correction

Exercice 4 : Pondichéry Mai 1999
1: Résoudre dans C l'équatiph+ 2,/ 2 z+ 4 = 0.

On désignera paz ; la solution dont la partie imaginaire est
positive et pae, l'autre solution.

2:a: Déterminer le module et un argument de chacune de
ces solutions.

b: Déterminer le module et un argument du nombre

2
Z;

complexe| — | .
Z,

3 : Dans le plan complexe rapporté au repére orthomlorm
direct (O ;i ,V) (unité : 1cm),

on considere le point M d'affixe ﬁ(l +1i), le point M,

2
d'affixe ,/ 2 (1 —i), et le point A d'aﬁixeg.

a: Déterminer l'affixe du point M, image de M, par
I'hnomothétieh de centre A et de rapport — 3.
b: Déterminer l'affixe du point M, image de M par la

. T
rotationr de centre O et d'angle?

c: Placer dans le méme repére les points A, M5, M
et My
Z,—2Z
d: Calculer—=— %
e: Soit | le milieu du segment [M M 4] et M 5 le

symeétrique de M par rapport a |I. Montrer que les points;M
M ,, M5 et M, forment un carré.
Correction

Exercice 5 : France — Métropolitaine Juin 1999
Le plan complexe est rapporté a un repere orthoalodimect
(O;u,v).
1: Résoudre dans C I'équation (1§_:—i =z
Z —
On donnera le module et un argument de chaquamalut
. s . -2 .
2: Résoudre dans C I'équation (2—§+1 =1.
z —
On donnera la solution sous forme algébrique.
3: Soit M, A et B les points d'affixes respectives,:1

et 2. On suppose que M est distinct des points et
a: Interpréter géométriquement le module et un

z-2
argument de— .
z-1

b: Retrouver géométriquement la solution de (2).
4:a: Montrer, a l'aide d'une interprétation géométrique,
n

. . . z-2 o

gue toute solution de I'équation dans %—1] =ioun
Z_

désigne un entier naturel non nul donné, a pouiepegelle
3

E .

2
b: Résoudre dans C I'équation (3§L2J =i.On

cherchera les solutions sous forme algébrique.



Correction

Exercice 6 : Amérique du Nord Juin — 99

Le plan orienté est rapporté a un repére orthonodinact

(O ; G,V), l'unité graphique étant 4 cm.

On considére les points A et B d'affixes respestiae= 1 etb
i

= e12 | Le point C est I'image du point B par la rotatite

centre O et d'angl% .

1:a: Calculer laffixe ¢ du point C sous forme
exponentielle puis sous forme trigonométrique.

b: Soit | le milieu du segment [AC]. Calculer I'afi du
point I.

c: Faire une figure.

2:a: Prouver que les droites (Ol) et (OB) sont conforsdue
b: Ecrire sous forme trigonométrique l'affixe du gdin

. . n .M
C: Déterminer COSE et sin —2 Les valeurs exactes

sont exigées.

On indique quey/ 443+2 = \/_6 + \/_2

Correction

Exercice 7 :D'aprés France Métropolitaine Septembre- 98

1: On considére le polyndme P défini par :
P@ =z°-6z%+12z- 16.
a: Montrer que I'équation (E) : "B(= 0 " admet une
solution dans IN, ensemble des entiers naturels.
b: Donner alors une factorisation dezPfuis résoudre

I'équation (E) dan€, ensemble des nombres complexes.
On appellea la solution entiere de (Eh la solution de (E)
dont la partie imaginaire est positive eeta solution de (E)
dont la partie imaginaire est négative.

c: Que peut-on dire deetc?

Dans le plan muni d'un repére orthonormal direct (©,V),
un point M est défini par son affixe On note alors Mj).

2: Soient les trois points Af , B(b) et C().

a: Calculer les distance AB , AC et BC. Que peutan
déduire concernant le triangle ABC?

b: Montrer qu'il existe une rotatian, de centre A telle
quer ;(B) = C. Donner l'angle de cette rotation.

c: Soit | le milieu du segment [AB]. Quelle est l'igeaJ
de | parr ; ? Que peut-on dire des droites (BC) et (1 J)?

3: On définit les deux rotations , et r 3 de centre
respectifs B et C et d'angie

a: Déterminer I'image de B par{or,or ;), composée
des trois rotations.

b: Que peut-on dire de {or,0r ) ?

Exercice 8 :D'aprés Asie Juin — 97

On considére le plan complexe (P) muni d'un
orthonormal direct (O {i, V).

K est le point de coordonnées (1 ; 0) et L celutderdonnées
0;1)

1: Soit le polynbme P tel que, pour toamtde C,
ensemble des nombres complexes) B¢° - 4z°+6z—4
Calculer P(2). Donner alors une factorisation de) Pgis
résoudre I'équation B(= 0 dan<C.

2: On notea la solution de I'équation ci-dessus dont Ia
partie imaginaire est strictement positivéoé¢ conjugué de.
Soient A, B et C les points d'affixes respectiged et 2. Soit

| le milieu de [AB].

a: Montrer qu'il existe une rotationde centre O telle
gue R(K) = L. Quel est son angle?

b : Déterminer Il'affixe du point(B). En déduire la nature du

reper

(1]

guadrilatére OACB.

3: Soitf I'application de (P), privé du point C, dans (P)
qui, au point M d'affixez (z# 2), associe le point M' d'affix2
S = z-(L+1) .

z-2
a: Déterminerf (A) et f (B). Déterminer le point E tel
quef(E)=C
b: Quelles distances représentent les réels {1 +i )|
et|z—2|?
En déduire que, si M appartient a la médiatric§Adg] alors
M' appartient a un cercle dont on donnera le cegttle rayon.

définie par :

Exercice 9 :

Dans le plan muni d'un repére orthonormal direct (©,V),
les point A, B, C, D ont pour affixe respectives B7 —i, — 1
-71,8-4i.

1) Quelle est la nature du triangle ABC?

2) Démontrer que A,B,C,D sont sur un méme cercle.
3) A tout point M d'affixez, avecz non nul, on associe

le point M' d'affixeZ tel quez = E
z

Ecrire sous forme algébrique les affigg b', ¢' des points
A',B',C' (respectivement associés A, B et C).

2 -2
—a

Vérifier que E

En déduire une mesure de I'angﬁ' ,A'CH)

Que peut-on en déduire pour les points A',B',C'
Correction

Exercice 10 :

Le plan complexeR) est rapporté a un repéere orthonormé
(O; 4,v).

A tout point M d'affixez = x + i y, on associe le point M'

d'affixez =X’ +|ytelquez—L

zZ+i
On définit ainsi une transformation T d& dans P).
1. Pour quelle valeur de Z n'est-il pas défini?
Vérifier quez =1 + -ai .
zZ+i

Montrer que T est la composée de transformationples.
Expliciter toutes ces transformations.

Quel est le point n‘ayant pas d'antécédent par T?

Quelle est I'image par T de l'axe des ordonnéestaxie de
abscisses?

On définit les transformations, parz = 1 etTrparz=-2iz
Z

2.a: Quelle lI'i'mage du cercle Cde centre Q(1;0) et de
rayon R =1 par T?

b: Quelle Iimage de la droite Pd'équationy = x + 1
par T, ?
c: Quelle est l'image du cercle,@e centre Q( - 0,5 ; —

2
0,5) etde rayon R -£2 par T,?

d: Quelle est I'image de la droite,@'équationx = 0,5
par T,?

En utilisant les questions précédentes, déduireadje du
cercle Cde centr@ (1; — 1) etderayon R=1par T.

De méme, en déduire I'image de la droite D d'éqoati= x
par T.

3. Onpose=1-i+e'®, ouqappartient a [0 ; 2i.

a: Z est-il défini pour toutes les valeurs @@

b: Calculer |z — (1 —i) |. En déduire la courbe décrite
par M quand varie de 0 a 2t

c: Déterminer I'ensemble des points M' qué@ndrie de



0az2m
Correction

Complexes et Transformations du Plan :

Dans tous les exercices, le plan compleRe st muni d'un
repére orthonormé direct (Qi;, V ).

Un point M d'affixez a donc pour coordonnées j(y) avec
zZ=x+iy,xetyréel.

On utilise alors la notation MY pour indiquer quez est
l'affixe de M..

Si f est une fonction de (P) dans (P), on identifie(&) et
f (2 pour simplifier la rédaction.

Exercice 11 : Asie (juin 2001)

Le plan est rapporté a un repére orthonormal d{f@ctt , V).
On appellef l'application qui a tout point M d'affixe (z
différent de — 1) du plan associe le point M' daffz telle

que : Z,:—iz—2.
z+1
Soient A, B et C les points d'affixe respectives :
a=-1b=2i,c=—i

Soit C' I'image du point C pér.

Donner l'affixec' du point C' sous forme algébrique puis sous
forme trigonométrique.

Calculer l'affixed du point D ayant pour image le point D'

d'affixed = %
Pour tout nombre complexedifférent de — 1 on notp le

module de{ + 1), (c'est a dire |+ 1| =p) etp' le module de&
+i (c'est a direz] +i| =p")

a) Démontrer que, pour tout nombre complexe
différentde —1,onapxp' = \/_5 .
b) Si le point M appartient au cercle (C) de cetrde

rayon 2 montrer alors que M'f{M)appartient au cercle (C")
dont on précisera le centre et le rayon.
Pour tout nombre complexadifférent de — 1, on considére le

z-2i
nombre complexe p tel que : p—= .
z+1
a) Interpréter géométriquement l'argument du nombr
complexe J.
b) Montrer quez = —i J.
C) Déterminer I'ensemblel] des points M d'affixez
telle quez soit un réel non nul.
d) Vérifier que le point D appartient aux ensemkles
et (C)

Représenter les ensembléy ( (C) et (C) en prenant 4 cm
pour unité graphique.
Correction

Exercice 12 :

1a) On pose . Démontrer que 1 #j2=0

b) Soit un triangle MNP du plan complexe. On notg
n, ples affixes des points M,N,P

Démontrer I'équivalence des propositions suivantes

» le triangle est équilatéral direct

n-p
m-n
e« m+jn+j’n=0.

2) Soit un triangle direct ABC.

On construit a I'extérieur de celui-ci ,les triaagtlirects BDC,
CEA, AFB.

On noted , e, etf les affixes des points D, E , et F.
Démontrer que le triangle DEFméme centre de gravité que

=]

A%

le triangle ABC

3) Soient G, H, K les centres de gravité respeckifs
triangles BDC , CEA , AFB .

On noteg, h etk les affixes des points G , H et K.

a) Démontrer que le triangle GHK est équilatéragclir

b) Démontrer que le triangle GHK a méme centre de
gravité que le triangle ABC.

Exercice 13 :
On définit I'applicationf de (P) dans (P) qui a lg(associe
M'(Z) tel que Z =i z+ 2.

a: Montrer quef possede un point fixe A. On notg
I'affixe de A.

b: Vérifiezquez, = 1 +i.

c: Montrez alors que Z —z,=i(z—2z,)

d: Quelle est la nature de I'application

Exercice 14 :

On définitf de (P) vers (P) par f (M) = M' si et seulement si,

7=2" suME) etME) "
z-2

a: Quel est le seul point A de (P) a ne pas avoitagje
parf ?

b: Quel est le seul point B de (P) a ne pas avoir
d'antécédent pdr?

c: Quelle est I'image de I'axe (@ parf ?

d: Quelle est Iimage du cercle de centre O etagen
R=1parf?

e: Quel est I'ensemble des pointszZMigls quez, affixe
def (M), soit réel ?

Correction

Exercice 15 :

On définitf de (P) vers (P) paf (M) = M' si et seulement g
=22 ol M) et M'@)".

a: Déterminerf (A) , f (B) etf (C) avec A(1 4) , B(1 -
i) et C(3 + 4).

b: Déterminer les antécédents de E( — 5)fpar

c: Déterminer I'ensemble des points M tels dui)
soit sur lI'axe (OG).

d: Déterminer I'ensemble des points M tels dui)
soit sur l'axe (OV).

e: Déterminer I'ensemble des points M tels dqui)
soit sur le cercle de centre O et de rayon R = 4.

f: Déterminer I'ensemble des points M tels dui)

soit sur le cercle de centre E(1) et de rayon &' =

Exercice 16 :

f est la similitude directe de centre A(1 ; 2) hdle g et de

rapportk = — 2.

a: Pour M point du plan d'affixe déterminer I'affixez

def (M).

b: Déterminer I'ensemble des points M tels quéit@f
def (M) soit imaginaire pur.

c: Déterminer I'ensemble des points M tels () ait

pour affixe un complexe de module 1.

Correction
Exercice 1retour a I'énoncé
la: z'-1=¢°-1)E*°+1)=@-1)e+1)ez-i)(z+i)
b: Les solutions de I'équation4PE 0, dans C, sont
donc:1,-1liet—i.




+
c: D'aprés la question précédente, I'équaggﬂz—llJ =1
z_

. 2z+1 2z+1 2z+1
peut s'écrire : =1lou =—1ou
z-1 z-1 z-1

=jou

2z+1 _

z-1
Ce qui fournit les valeurs:

2:a:  Sans difficultés, on place les points!

b: [a+1l|=pb+1|=|c+1]|=]0+1|=1
Les quatre points O, A, B, C appartiennent auleale
centre K (— 1; 0) et de rayaor= 1.

_2+£_37i
3 a-c _ 5 §5 :2(9+i):2 3+i
d-c _1_1_3i 3+6i 1+2i
2 5 5
w =2(1—i)=2ﬁ [cos?ﬂsin%{j

On en déduit que le rappo%% =2 ﬁ

On peut aussi en déduire que l'anglA(, CD ) a une mesure
de -2,

4
Comme de plus le triangle ACO est rectangle ena€ QA
est un diamétre du cercle de centre K et de rayoonlpeut
dire que la droite (CD) est une bissectrice degey@¢CO) et
(CA).

Exercice 2retour a I'énoncé

1 "2" est solution évidente, on factorise avec-(2),
puis on obtient les deux autres solutions. Commenpkacle,
on retrouve les trois nombres complexes de la muest
suivantes.

2. a Zpa=2 cos£[+isin2—n et
3 3

4 . . 4Am
Zc=2|cos— +isin—
( 3 3]

b: Sans probleme.
c On remarque que :

|za—2|=|2s-2|=ka—28]=2/3.
Donc le triangle ABC est équilatéral.

. . 2
3:a:  festsimplement la rotation de centre O et d'an%

b: On remarque alors que F(A) = C et F(C) = B. P& un
rotation, l'image d'une droite est une droite, dédimage de la
droite (AC) est la droite (BC).

Exercice 3retour a I'énoncé

On appelle S; le cercle de centre O et de rayon 1. Paf

définition , le point M est un point quelconqueSie

1 Le point P s'obtient, a partir du point M, par la
translation de vecteus .

Le point Q s'obtient par la rotation de centre @'anglea car
l'affixe de Q esg®=ze'“.

On obtient simplement Q & l'aide d'un compas evastiles
étapes suivantes:

- On place M sur le cercle;S

- On trace le cercle de centre M et de rayon AM.

- On obtient deux points d'intersection, en génésatre ce
cercle et S. Le premier point est A. Le second point est le
point Q.

Remarquez que, par construction, on ne peut aveirAque

si A= M ou A et M diamétralement opposés sur IeleeS;.

2: On sait que par une translation T de vect&ur
limage d'un cercle de centre X et de rayosst le cercle de
centre T(X) et de rayon

Par la translation de vecteur, I'image de O est A. Donc
l'image du cercle de centre O et de rayenl est le cercle de
centre A et de rayon 1.

Comme M parcourt le cercle de centre O et de raganen
déduit que I'ensemble des points P est le cerctedize A et

de rayon 1.

3: Pour construire le point S, on suit les étapes
suivantes:

- On place M sur le cercle;S

- On place le point Q obtenue par la rotation detreeO et
d'anglea .(voir la construction précédente)

- On place le point K tel que OMKQ soit un paralglamme.

- On appligue a K la translation de vecteur

Et la, on obtient S.

4: On remarque que le point M est sur la droite (OS).

e 1+z+22 ;
Pour le vérifier, il suffit de montrer que——— est réel.
z

1+z+z% 1
z z

Or, +1 +z, et comme = cosft) +i sin(@) ,

; R |
linverse dez est son conjugué. D'ot +z=2 cosa
2

1+z+22

2
Cette expression est bien réelle, les trois p@ntS et M sont
bien alignés.

=2coxa+1

Exercice 4retour a I'énoncé
1 Cette équation est du second degré et a pour
discriminant — 8.

Ses racines sont donc\,rz +i \/_2 et—\/_z —i \/_2

2:a:  Ces deux complexes ont pour module 2.

J2 | o3n 42

.37
Comme —— = cos— et ~— =sin— , on peut alors
2 4 2 4

écrire ces deux complexes sous leur forme trigomaoé:
zl=—ﬁ +i \/_ =2 (c:oss—ﬂj-| +i sins—r)

etzzz—\/_z —i \/_ :2(cos_iTI +isin_jﬂ)

z
b: Commez, etz, ont méme module 2, le rappeﬁi— a pour
Zy

module 1.

3n
De plus, un argument dg, estT et un argument de, est

-3n . z
——, on peut dire qu'un argument de- est: = — ———
4 zZ, 4
soit 3n

2

. Z 3n . . 3n .
Ce qui montre que— = 0037 +isin— =—i
Z,



. 2
donc (—l] =-1.
Z,

3: Rappel:

Soit I'homothétich de centre A d'affixe et de rappork . Pour
tout point M du plan d'affixe,

M'=h(M) = AM' =k AM

l'affixe de M'=h(M) est :Z =a +k (z—a).

Soit la rotation ,de centre A, d'affix@ d'anglea. Pour tout
point M du plan d'affixe, I'affixe der(M) est :
Zz=e'%(z-a)+a.

2 2
a: L'affixe de M est :z;=-3 [zz—g] + g

ce qui donnezz=-3 [\/_2 a-i) —g] + g
23=-4/2 +3i 2 = 2(-1+3))

b: L'affixe de My estz,=e 2 z,=-iz,ce qui
donne :
z,=—i /2 1 -i)=—[2 (1 +i)

c figure sans difficultés.

z,-2
d: 8 1o

z,-2
donc arg 1 T 2mn

SOit (MM 4 My M) == 7 (21

Les droites (MM 1) et (M1 M ;) sont orthogonales.

' Z3+Z,
e L'affixe de l est z, = 5

L'affixe de Ms est :zs = 22, —z1 = 4/ 2 (- 3 +i).

On constate alors que :

|z1-2z3|=|z3-25| = 25— 24| =24 - 24|

On a donc un quadrilatére dont les c6tés ont mé&meguleur
donc qui est un losange.

De plus, d'aprés la question précédente, le teahtyM (M 4

est rectangle en M Le losange posséde un angle droit, c'eS

donc un carré.

Exercice 5 retour a I'énoncé

1 L'équation (1) peut s'écrirez— 2z + 2 = 0.
Equation du second degré de discriminant — 4. bagisns
sont(l+)et(1-4).

Le module des ces deux solutions Q@ La premiére a un

I R
argument égal ai la seconde a un argument egalﬁt.—

2: L'équation (2) s'écriz —2=iz-i,
ouencore(l-i)=2-i
et finalementz = 2__| - i) _3 + L
1-i 2 2 2
z2-2 , — — 1L
3 a ) a pour argument l'angleMA ,MB) = > et
Z_
pour module le rapport des longueurs MA et MB.
b: La solution de I'équation (2) correspond au pdnt

tel que l'angle M_A ,Wé) = g et tel que M soit équidistant
des points A et B.

—

On le construit en placant les points A et B, mnstracant le
cercle de diamétre AB, puis la médiatrice de [ABh obtient
deux points d'intersection entre ce cercle et ahibite. L'un

s . < s z—-2 .
correspond a I'équation (2), l'autre, a I'equaHeHI =—i.
Z —

Remarquons que la médiatrice de [AB] est la drdiéguation

3
X=—=.
2
Cette petite remarque permet de finir I'exercice.

n
4: a: Toute solution de(z;zj = i doit vérifier, en

z-1

=|-i|=1.

n
considérant les module% (Z;ij
Z —

Comme |z" | = 1 si et seulement sz| = 1, on en déduit que

=1.

toute solution de I'équation doit vérifiet%
Z —

Ceci signifie que le point M d'affixg est équidistant des

points A et B, donc que son abscisse est éga;ie donc que

o .3
la partie réelle de est b|enz .
b: D'aprés la question précédente, toute solutiorette ¢

équation doit avoir une partie réelle egaIeEa Donc, les

. 3 . N .
solutions sont de la formez = 5 +iy, ouy est un réel.

2

- E +i y
L'équation s'écrit alor 2 T =
4
> y

Cequidonne: (-1 +i)%=i(1+2iy)?
1-4iy—4y®=i(l +4iy-4y?)
1-4y’—4iy=—4y+i(1-4y?)

D'oll, en comparant les parties réelles et imagnair
1-4y*=—4ysoitdy?’—4y—-1=0

Les solutions de cette derniére équation sont:

= —1+2\/_2 ety2 1_\/_2 .

Y1 =
2
D'ou, la forme algébrique des solutions de I'équaB).

1+ -
ZZE +i—\/_zet2:§ +i£
2 2 2

Exercice 6 retour a I'énoncé
Rappel:
On sait que, si A a pour affixe, et sir est la rotation de
centre A et d'angle, alors , M étant d'affixa et M' d'affixe
Z,ona:
r(M) = M' si et seulement g =a +e'%(z—a).

. TU . T
r(B)=C,doncc=hb e 12 d'ou, commé = e 12,

1. a
it i it
c=el2xegl2=¢g 6.

3
Comme on sait que 001561 = £ et que Siﬁg = % on en
3
déduit la forme algébrique ae c = g +i %
b: | est le milieu de [AC], donc, comme 1 est I'affide

A etc est l'affixe de C, on a:



Z=—— =
2

+

N

N
+
N

. T
2a b=e12x adoncr(A) = B.
On sait que(B) = C.
Donc limage par du segment [AB] est le segment [BC].
Comme une rotation est une isométrie du plan (coaten
des distances), on en déduit que AB = BC.
De plus, O étant le centre de la rotation, on a:=0®@B =OC.
Donc, la droite (OB) est la médiatrice du segmen
[AC].(ensemble des points équidistants a A et C)
De plus, on a Al = ClI, car | est le milieu de [ACJonc | est
sur la médiatrice de [AC].
D'ou, (Ol) = (OB).

b: La forme trigonométrique dg est :

n . . 7 N 1 1
z,=|z)|.(cos— +isin—)ol |z, |== 46 +—= 2.
NG L)oulzil=5 46+ 2
c Une équation de la droite (Ol) est :

X = (\/5 + 2)y ou encorey = (2—\/_3)x

Comme B est sur la droite (Ol), ses coordonnéeHiargr

I'équation précédente. De plus, comme OB =1, etcnplssl—ﬂ2

LT " : .
et smE sont positifs, on peut dire que les coordonnéeB de

sont les solutions du systéme suivants :

x= (/3 +2)y
X2+y2:1
x>0

y>0

Ceci conduitay2(8+4\/§): letdonca:
y: 1 = 1 :\/_6_\/_2
Jae+f3)  J6+y2 4

et donc:

x:(\/g +2)y:@

D'ou les valeurs exactes :

J6+y2 J6-{7
4

.M
etsin— = ——
12 4

Tl
cos— =
12

Exercice 9retour a I'énoncé

1 On remarque que , d'aprés les propriétés de qamse
les Nombres Complexes, que :
AB=|b-a|,BC=|c-b|etAC=[c-a]
Commea=3+ietb=7-i,onab-a=4-2idou

|Ib-a| =y4%+22 =25

De méme

|Ib—a| =10et t-a|=4,/5

On voit alors que BE = AB 2 + AC? Le triangle ABC est
donc rectangle en A.

2: ABC étant rectangle en A, le milieu de [BC] ésst
centre du cercle circonscrit & ABC.

Le milieu E de [BC] a pour affixe= (b + ¢)/2 = 3 — 4.

Un simple calcul montre que le rayon de ce cersidRe= 5.

DE = |e—d| =5 donc D appartient au cercle de centre E d

rayon 5.
3: Résultat :
a=34, b':z+i1
5 5
c=-T+il =14t
5 5 2

On calcule alors:

c-a
b-a _ 8

On en déduit qu'un argument de ce nombre complsei® e
(modulo 2m)

or arg% = (ﬁ',ﬁ') donc (ﬁ',ﬁ') =0 (2m)
-a
Les points A', B' et C' sont donc alignés
Exercice 10 (indicationsyetour a I'énoncé
Pour des raisons de commodités, on identifie Moataffixe

z
Ainsi, on notera indifféeremment Z)(ou T(M) I'image de M

par T.

1: De la définition méme de T, on voit que la seule
valeur pour laquell& n'est pas défini egt= —i

2: Sans difficultés :

3: On remarque que T se décompose en trois

transformations simples :

fiz- (z+i),9:z-—-2iz,h:z-> 1/zett:z - z+ 1.
Ona:T=tohogof.

4 Le seul point d'ayant pas d'antécédent est |epseol

M' d'affixe Z n'admettant aucune solution a I'équation :
T(M) =M"

On voit alors que c'est le point d'affixe 1.

5: L'axe des ordonnées est I'ensemble des points M
d'affixe z telle quez soit imaginaire pur z =iy, avecy réel.

On adonc :

_ iy~ - R |
T2 Ty ce qui donne : H y1
Pourtoutyz1, T@ OIRetT@ # 1
On voit alors que lorsque M parcourt I'axe de ord@s (sauf
le point d'affixei), T(M) parcourt la droite des abscisses (sauf
le point d'affixe 1).

L'axe des abscisses est I'ensemble des pointsfiikel'atelle
guezsoit réelz=x, avecx réel. On a donc :

- -1+
T(z):x !:x ;L 2|x.
X+I X“+1
On cherche donc les complexés X +i Y, (X etY réels) tels

L . X =i .
gu'il existex réel tel que —+ =Z=X+iY
X+i

X 7 xmizz ki) - x=— 2t

X+i Z-1

- [(X+D+iY][(X - -iY]
[(X-D+iY][(X - -iV]

_i(X+D(X—D+Y2—2iY

= X =

(X-1)2+Y2
S S it S
(X-D)2+Y?2 (X-1)2+Y?2
—1 2 _ 2
xOR, XL ox iy 221V
X+i (X=-D)“+Y

X?+Y?=1
T(M) décrit le cercle de centre O etderayon R =1

6:a: Cjestl'ensemble des pointsM(y) tels que :
(x—1)>+y?=1, ou encorex? +y?=2x.
z X“+y 2X



donc :Z = 1 —i e
2 2X
On en déduit que l'image de;@ar T, est la droite d'équation
"x=0,5"
Attention, T, n'est pas définie en O.

b: On cherche I'ensemble dés X +i Y de la forme :
Z=1 =_;, onencorx+i (x+1) = 1_

2 X+i(x+) X+iY

. -Y
SOitx = etx+1=——-——
X2+Y? X2+Y?2

Ceci donne alors :

X -Y
-  +1=—
X2+y? X2+y?

ou encore : X+ Y2+ X +Y =0, Soit :

2 2
X+l + Y+1 :l
2 2 2

On obtient alors le cercle de centre B( — 0,5 ;,5) @t de

/2

rayon > excepté le point O!

c: L'application T, n'est rien d'autre que la composée de
I'homothétie de centre O et de rapport — 2 , dadetation de

centre O et de mesu%..

L'homothétie transforme le cercle Len le cercle C; de
centreh(O ;) = O', de coordonnées (- 1; 1) et de rayon

R'=|-2|R5/2.

La rotation transforme le cercle,@e centre G; et de rayon
ﬁ en le cercle de centr€0’,) = E et de méme rayon.
L'image de G par T, est donc le cercle de centre E(1; - 1) e

de rayon\/_

d: Méme principe. L'image de DB est la droite D'
d'équationy = 1"
7: Pour obtenir I'image de C par T, on appliqueatdb

i la translation de vecteuw, qui
l'applicationf : Or,f (C) = C;.
ii Puis I'application T .
"x=0,5"

iii Puis l'application T,. Or T, (D ,) est la droite D
d'équation y = 1"

v Puis I'applicatiort(z) =z+ 1, Or, (c'est la translation
de vecteun), on at(D) =

Donc, lI'image de C par T est la droite D' d'équmtio= 1"

8: Pour l'image de Dy(= x) par T s'obtient de la méme
fagon :

i On appliqud : Orf (D) = droite D; d'équation { = x
+1"

ii Puis on applique T. Or T«(D,) = C,

iii Puis applique T :

Or T(C,) = cercle de C' centre E(1 ; — 1) et de raxF

v Puis on appliqué(z2)=z+1. Or, t(C") = cercle C" de
centre F(0 ; 1) et de rayO{ﬁ_.

Donc, l'image de D par T est le cercle C". (cef@ ; 1) et

rayon :ﬁ).

9:a: T(2 =Z estdéfini si et seulement si :
ouencoree'® z—1.

Comme0 est dans [0 ; 2, ceci conduit ® # 1t
b: Z-@1-)=14+e'®—1+i|=]e'?|=1

On en déduit que M décrit le cercle de centre U{11) et de
rayon 1.

correspond a

Or T,(C,) est la droite B :

1+e®z—j

c: C'est la méme question que la question 7.

Exercice 11 ASIE Juin 200Xetour a I'énoncé
Un simple calcul montre que l'affixe 1éC) est :
3 3

Le module est alors ¢ | :g\/_z

o[58

On a alorg' =

donc un argument de est : Argc' = 57“

3 5n . . 5n
onaalors' = =,/ 2 (cos— + i sin —

2 ( 4 4 )
Forme trigonométrique d&

Il suffit de résoudre I'équatidin(z) = %

On obtient alorsl=—1 + 2i .
=|z+1|etp' = |Z +il.
a) Sizest différent de — 1, alors :
pxp'=|z+1|x|Z +il.
L. _—iz=2 -2+
orz'+i= +i=
z+1 z+1
+
donc|z+||—| 2 I| \/_
| z+1] [ z+1]
donc px p' = \/E
b) M appartient au cercle de centre A et de rayene?

seulement si AM = 2.
en passant par les affixes des points, AM= 2z+ 1| =
D'apres la question précédente, en prepang, on a alors :

2p'd'oU:p‘=\/7g.

|z+1|x|z+i| =

5
La distance CM' est don%.

M" appartient donc au cercle (C') de centre C atglen

a) L'argument de p est 'angl&B , MA ).

Cela correspondant a I'angle en M du triangle AMB.

b) C'est un simple calcul sans difficulté en remarqu
quei®=—1.

C) CommeZ = —i u , on peut dire que l'on obtient le
point d'affixez a partir du point d'affixe gpar la rotation de

T
centre O et d'angle >

Dire queZ est un réel revient a dire que | est un imagnair
pur.

T Tl
Donc qu'un argument de p 30|t2— ou >

Donc, d'aprés le résultat de la questionaldl ;: que le triangle
(AMB) soit rectangle en M.

Donc, que le point M appartient au cercle de diaenpiB]
moins le point A .

L'ensemble ) est donc le cercle de diamétre [AB] auquel on
retire le point A.

d) Commef (d) = % et que [a—-d| = 2 (simple

vérification!) on peut dire que D appartient biefFa et a (C).



Q)
(')

Exercice 12retour a I'énoncé
l.a: Onremarque que=1etquel{>=(1+j+j9H)(1 -

j)
Commej est distinct de 1, on a bien  +j2=0
b: Le triangle MNP est équilatéral direct si etlsewent

si I'image de P par la rotationde centre N et d‘angl% est

M.
im
La forme complexe de cette rotation eat= e 3 (z—n) +n
En particulier, MNP est équilatéral direct si atlsenent si :
I'Tt
m-n=-e 3 (p-n)
ce qui donne :
n-p -0
=—e 3
m-n
De plus, dire quen+j n +j?p =0 revient & dire que
m-—(14%)n+jp=0carl4+j?=0.
On obtient alors :i—n) = —j %(p —n) ou encore :
n-p 1
P2

=]

m-n j
On a donc bien équivalence entre les 3 propositions

=jcarj®=1

2. Appelonsa, b, c les affixes respectives des points A,
B, C.

Le centre de gravité du triangle ABC est le pointl'&fixe g
vérifiant: 3g=a+b +c.

Les triangles ABC et DEF ont méme centre de grasiitét
seulementsionaa+b+c=d+e+f.

On sait que les triangles BDC , CEA et AFB sontiléggraux
directs.

D'apres la question précédente, on a donc lesomrdat
b+jd+j%c=0

ctje+j?a=0

a+jf+j?b=0

Si on effectue la somme des trois lignes, on asalor
(@a+b+o+j(d+e+f)+j?(a+b+c)=0
@+b+(L+j)+j(d+e+f)=0
Or,1+j+j%*=0ouencore, 1 =—j, on peut alors écrire
que :

j@+b+c¢+j(d+e+f)=0. Commg est non nul, cela
conduita:&+b+c)=(d +e +f). D'ou la conclusion!

3.a: On sait que GHK est équilatéral direct si etlement
. h-k _.
Si:—— =]
g-h
De plus, comme G , H et K sont les centres de grales
triangles BDC , CEA et AFB, on a les relations :

3h=c+e+a: 3k=a+f+b.

1T
Pour simplifier, posone=¢e 3 .
Les triangles BDC , CEA et AFB sont équilatérawedis, on
a donc les relations :
(c-b)=u(c-d): e—-39=u(c-9:
Or,3h—-3k=(-a)+c-bh+@-f)
3h—-3k=u[(c-9 +(c—-d)+@-bj
Dou3h—3k=—-u[(b+d+a)-(c+e+a)
3h-3k=-u[3g-3k]

3g=b+d+a:

@-f)=u(a—b)

. . h-k _.
Comme—u=J,onablen—h =j
g_

GHK est bien équilatéral direct.

b: Onsaitquegd+b+c)=d+e+f).
De plus :
3g+3h+3k=2@+b+c)+d+e+f)dou
3g+3h+3k=3@+b+c).
soitg+h+k=(@+b+c).

ABC et GHK ont méme centre de gravité.



