Limites de suites

|. Généralités sur les limites de suites

1. Suite convergente

On considere qu’une suite admet une lirjit@u converge vets lorsque :

tout intervalle ouvert contenahtontient tous les termes de la suite a partir demain rang.

En termes plus formels :

Quelque soien, b tels qué O]a,b[ , il existe un rand\ tel que pour tout indice, on ait :
n>N=u, O]a,b|

Interprétation graphique :

+

A partir d'un certain rang, tous les points deddessont a l'intérieur de la « bande »
délimitée pam etb.




Exemples :

lim —=0
n- +o n2

La suite converge vers 0.

> u =1+(0,1)

u,—-1=(0,1y :(ET =

La suite de terme, —1converge vers 0 donc la suite de tenmpeonverge vers 1.

2. Suites de référence de limite nulle

11 1 , 9" avec0< <1 sont des suites qui

21n31"'!ﬁ

: .1
Les suites de terme général
n

=)

convergent vers 0.

Exemples :

> lim (lj =0 car0<%<1

n - +oo 7

3. Suites de limite infinie

Certaines suites ont une limite infinie.

Soit la suite de terme généna|.
S'il existe un randN a partir duquell, est supérieur a n’importe quel nombre positif, @lor
lim u, =+

n- +oo

Exemples :

> Soit la suite de terme généngl = 4" lim u, = +eo

n- +oo

> Soit la suite de terme génémgl=n°.

lim u, =+

n- +oo

Les suites de terme généra) n*, n’, Jn, q" avecq>1 tendent versto .




4. Suites divergentes

Une suite est divergente si elle n’est pas conveege

Donc une suite est divergente si :
- Elle a une limite infinie :—co ou oo
- Elle n’a pas de limite.

Exemples :

> u =n’-6,0na limu, =+ donc la suite est divergente.

n - +oo

» u,=(-1)":onau,=1,u =-1,u,=-1, u, =-1... donc la suite est divergente.

[lI. Calcul de limites de suites

1. Cas ou la suite est donnée sous la formg, = g(n)

Soit une suite de terme généewml=g(n).
Si lim g(x) =1, alors limu, =I

X — +00 n- 4o

Exemple :
+
Soit la suite de terme génerng| :3n—1.
n+4
3x+1
On poseg(x) = ——-.
poseg(x) =~

Calculons la limite degg(x) quandx — +oo :

3x+1 3+}

+
lim g(x) = lim > L= jim X = jim X
X o +00 X400 X+ 4 x-+0o X+4 X — +00 4
I 1+i
X X

Comme lim 1: lim f':0, onalim g(x :2:

X — +00 X X_'+°°X X — +oo

Donc lim u, =3. La suite converge vers 3.

n - +oo



2. Théoremes des gendarmes

» Théoreme des gendarmes pour une limite finie :

Soient(u,), (v,) et(w,) trois suites telles que a partir d’'un certain rangait :
u, <V, Sw,
Si (u,) et (w,) convergent vers(l C’R ), alors (v,) converge aussi vets

Démonstration :

Soit une suitgv,) .

On suppose qu'il existe deux sui(es) et (w,) telles que :
— a partir d’'un certain rang, on aif <v, <w,

= (u,) et(w,) convergent verk

Puisque(u,) converge ver§ tout intervalle ouvert contenalntontient tous les termes de
(u,) a partir d'un certain rang. De mérfwe,) converge verf donc tout intervalle ouvert
contenant contient tous les termes ¢®,) a partir d'un certain rang.

Comme a partir d'un certain rang, omwas v, <w,, V., on peut en déduire que tout
intervalle ouvert contenahtontient tous les termes @e ) a partir de d’un certain rang.
Donc (v,) converge aussi vets

» Théoreme des gendarmes pour une limite infinie :

Soient(u,) et (v,) deux suites.
- Si, a partir d'un certain rang, on a,; 2 v, et (v,)tend vers+oo, alors la suitgu,) tend

€galement versoo,
- Si, a partir d’'un certain rang, on a_<v, et (v,)tend vers—o, alors la suitgu,) tend

€galement versoo .




3. Opérations sur les limites de suites

Les théoremes sont les mémes que pour les op&atimtes limites de fonctions :

> Limite d’'une somme de suites

Si limu, =1 et limv, =I"alors: Si limu
n - +oo n— +oo n— +oo n
lim (u, +v,) =1 +1"
N -+
> Limite d’'un produit de suites >

Si limu, =1 et

v, xv) =1

lim v, =1" alors :

n- +oo n - +oo

lim [
n - +oo

» Limite du produit par un nombre

=| alors limkxu, =kxI

n - +oo

Limite d’un quotient de suites

Si limu, =l et limv,=I"alors:

n - +oo n— 4o

u

L
v, ) I

4. Cas patrticulier des limites de suites géométrieps

Soit une suite géométrique de terme général q".

Conditions surq Limite Exemple
gs-1 g" n'a pas de limite (-1,1)" n’a pas de limite
-1<q<1 J[rpmq” =0 ,!'f?m(%)n =0
q=1 J[rpm q" =1 (u,est constante) nllrpwln =1
q>1 Jlrpm q" =+ Jirpm(l, 0001} =+

6. Cas particulier des limites de suites arithmétiges

Soit une suite arithmétique de terme générat u, +nr .

- Sir>0, limu, =+c.

n- +oo

- Sir<0, limu, =-co.

n - +oo

Exemple :

Soit la suite de terme génémgl =u, —0,001xn avecu, =-12.

Ona limu, =-c.

n - +oo

(kOR)




