APPENDICE A

Rappels mathématiques

|- Espace des fonctions d'onde

|-1-F sous espace de [ 2

Soit y(r ,t) lafonction d'onde d'une particule.

ly(r,t)12 dr est la probabilité de trouver |a particule dans I'éément de volume dr =
dx dy dz autour du point r.

La particule se trouvant quelque part dans I'espace, I'intégrale éendue atout
I'espace doit étre égalea l.

f Yt () dr =1
espace

Il Sensuit qu'une fonction d'onde est une fonction de carré sommable.

De plus, ¢ obéit en tout point al'éguation de Schrédinger qui est une équation aux
dérivées partielles faisant intervenir des dérivées secondes par rapport aux variables
d'espace.

Pour ce faire, il est nécessaire que les dérivées premieres de y par rapport aux
variables x,y et z soient continues.

L 'ensembl e des fonctions d'onde forme un sous espace de [L2.

On note cet espace & .

|-2-F est un espace vectorid.

 est un espace vectoriel sur le corps € des complexes.
d YN EF e yo(r)EF , Met hp €C,
dors: A pa(r) +Aaya(r) € F

La combinaison linéaire de deux fonctions de carré sommable est une fonction de
carré sommable.

|-3-Produit scalaire.
Définition
A tout couple o(r), y(r) pris dans cet ordre, on associe le nombre complexe noté
(@]
(@]y) =f @ (r) y(r) dr
Propriétés
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(olv) =(p[qg)*
(@ [ M1 +hawa) =ha(@ [W1) + Ao (@ o)
(A1 +hag2 [4) =0 (1] W) + 2 (@2]W)

(| p) est un nombre positif. 11 est nul si (r) est uniformément nul.
(]yp) estlanormedenp.

LI Opérateur linéaire
[1-1 définition

Un opérateur A est un étre mathémati que qui atoute fonctiony(r) € & fait
correspondre une fonction ¢(r) € & définie par:

, e =AY)
L'opérateur est linéaire si:
A (g1 +hap2 )= MA 1+ Ay,
11-2 Produit d'opérateurs
L 'opérateur D=AB td que D Y= A (§1p) est appel é produit deA etdeB.

[1-3 Commutation

Defagon générale, |'opérateur AB nest pas égal al'opérateur BA

I'opérateur C =AB -BA e appel é commutateur deA et deB.

[E—

Onnote C = [3\,@

S C =0cestadireAB =BA, ondit que les opérateurs A et B commutent.

[1-4-V aleurs propres et fonctions propres

Une fonction gj(r) est fonction propre d'un opérateur A il exige g tel que:
A qi(r) = aei(r)
g estlavaeur propre de I'opérateur A pour lafonction propre g;(r).

11-5 Dégénérescence

Une valeur propre peut étre associée a plusieurs fonctions propres linéairement
indépendantes.
Sil enest aing, lavaleur propre est dite dégénérée.

A o) = a o(r)
A ¢P(r) = aof(r)

Le nombre g; de fonctions propres linéairement indépendantes associées a la
méme valeur propre g est appelé le degré de dégénérescence de g.
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Le sous espace & (i) de ¥ sous-tendu par I'ensemble des fonctions propres
{@{(r)} est appelé sous espace propre de A pour lavaleur propre g;.

Toute fonction de & (i) est fonction propre de A pour lavaleur propre g.
|11-Base orthonor mée discréte de &

[11-1 Définition

Soit un ensemble{ uy(r), ux(r), un(r) ...} dénombrable defonctionsde & .

L'ensemble est orthonormeé si:
(Uil u) =
Il constitue une base, s toute fonction peut sécrire de fagcon unique:
Y(r) = ciui(r)
i

ou:
Ci= (Uiy)

111-2 Représentation d'une fonction dey(r)

Il est équivalent de connaitre y(r) ou de se donner I'ensemble de ses composantes
G sur labase {u;(r)}.
Auss, labase {uj(r)} peut-on représenter y(r) par lamatrice colonne des ¢;:
C1

Y (r) =

[11-3 Produit scalaire

Le produit scalaire de (r) et(r) se déduit directement des composantes b et ¢;

de cesfonctions:
S

e =Yy bu() e Y=Y Gu(n)
Alors: | |

<CP|1P> :.E bT Ci<ui|Uj> :.2 bT Gj 6”:2 b’: G
] iy i

[11-4 Produit scalaire et fonctionnelle linéaire

On appelle fonctionnelle linéaire . une application linéaire qui, appliquée a un
édément de F donne un éément de C:
x(yp) édément de C

L 'ensembl e des fonctionnelles linéaires constitue I'espace dual & : y €5~
I'application linéaire T, = "produit scalaire de ¢ et de” est une fonctionnelle
linéaire

T (W) :f @ (1) w(r) dr

A chague élément ¢ de &  correspond un élément T, de & *.
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[11-5-Représentation d'un élément de I'espace dua

S lesélémentsy et ¢ de F sereprésentent par les matrices colonnes:

C1 by
C

vO = |Z] e e =2
i by

Les éléments correspondant de I'espace dual se représentent par les matrices

lignes:
Ty =(ci&d )
Ty = (b} b b; by )

Aussi : " produit scalaire de @(r) et de" (r) apparait comme le produit de la
matrice ligne de I'éément de & * par la matrice colonne représentant I'éément de & .

C1
_ * ok K C2 — *
WW%(mmqq)q—EqQ
G
|11-6-Représentation d'un opérateur

Un opérateur A et représenté par une matrice carrée dont I' élément de matrice Aj;
est égal au produit scalaire de u; (r) et delafonction A u;(r)

Ajj = <ui|3\ uj> :f ui(r) A uj(r) dr

A1ir A Ay
An Az Ay
Air Aip  Ajj

A=

Lafonction A P(r) est représentée par le produit de la matrice carrée représentant
A et de lamatrice colonne représentant y(r).
C1
Ci

Au Ar Alj) (01)

A1 A Ay
Ao Az Ay
Air Az Ajj

Ay(r) =

Le produit scaaire <cp|3\1p> Sécrit:

(o|Ay) = (bibyb )| Az An Ay

Air A Aj
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[11-7 Recherche des valeurs propres d'un opérateur

~ Rechercher les valeurs propres d'un opeérateur A revient adi agonaliser lamatrice
associée.

| V-Opérateur s hermitiens
|V-1- Définition de |'opérateur adjoint

On dit que I'opérateur A" et adjoint de |'opérateur ASY Y(r) eto(r) €F.

(Aol w)= (o] ATy]
|V-2- Représentation des opérateurs adjoints
De la définition des opérateurs adjoints et de la premiére propriété du produit
scdaire, il vient:
(ol A = Ap| w)=lw|Ag/
Appliguons cette propriété aux € éments de matrice:

Av=lul ATy ) = (ylAu] = A

Soit:
Au A Az Al AL Al Al Ay Ay
A= Ax An Az A'=| Ay Ay, Al | =| AL Ay Ay
Az Az Ags Ay A A Als Az Ag

V-3 Opérateur hermitien

Un opérateur A est hermitien s il est auto-adjoint:
N + N

A=A

V-4 Propriété 1 des opérateurs hermitiens.

En appliquant les relations du paragraphe 1V-2, il apparait que dans toute base, un
opérateur hermitien se présente sous laforme:

A A Az
A=A"= AL, Ax Ay
Atz Az Az
Les ééments diagonaux d'un opérateur hermitien sont réels.
Un opérateur hermitien est diagonalisable.

Lesvaleurs propres d'un opérateur hermitien sont réelles.
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|V-4 Propriété 2 des opérateurs hermitiens.

Le produit scalaire de deux fonctions propres correspondant a deux valeurs
propres distinctes d'un opérateur hermitien sont orthogonalesest nul.
En effet si:

_ Agr=agr & A= ae
Il vient:

(A 1] @2) = [91] A g2) =0=(a1-2) (¢1] 92
Puisque & = & aors:

(1] @2 =0
@1 €t o sont orthogonales.

| V-4 Propriété 3 des opérateurs hermitiens.

Dans un espace de dimension finie, les fonctions propres d'un opérateur hermitien
forment une base.

V_Observables
V- 1 Définition d'une observable

S & est de dimension infinie, tous les opérateurs hermitiens ne possédent pas la
propriété1V-4.

L es opérateurs hermitiens de dimension finie ou infinie dont les fonctions propres
forment une base sont appel és observables.

V-1- Théoréme | d'opérateurs qui commutent

Si deux opérateurs A e B commutent, et s ¢; est une fonction propre deA aors

@cpi est fonction propre de A pour laméme valeur propre &.
en effet:

Celasignifie auss que si A et B commutent, tout sous espace propre de A est
globalement invariant sous I'action de B.

V-3- Théoréme |l d'observables qui commutent

Si deux observables A et B commutent, et si ¢1(r) et go(r) sont deux fonctions
propres de A pour deux valeurs propres a, et a, différentes, alors I'élément de matrice
<(p1‘ B (p2> est nul.

Soit:

Agi=ap1 A =g, et AB=BA
Il vient:
0={q1| (AB-BA)pz = (91| AB @2} - | ¢1| BAgy)
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= <'&CP1‘ §¢2> - <CP1| é'&(Pz> = (a1 - az)<q>1| §Cp2>

Et puisque aq= & :
(91| B 9 =0

Lamatrice B n'a d'ééments de matrice non nuls gue dans les sous espaces propres
de A et se présente sous forme de blocs diagonaux.

Onaen particulier s A est diagonalisée:

A et diagonal. Sesvaeurs B Se présente a priori B peut étre diagonalisée bloc
propres sont dégénérées sous forme de blocs par bloc sans remettre en
diagonaux cause la diagonalisation de A
g 0 b O
{ 0 a,| 0 0 / 0 b, \
\ %00 b5, 0 0
0|0a0 \ 0B O /
00 a 0 0 by

V-4 Théoréme |l d'observables qui commutent

Si deux observables A et B commutent, il existe une base orthonormée constituée
par des vecteurs propres communsaA e aB.

Dit autrement:

Si deux observables A et B commutent, il existe une base orthonormée dans
laquelle elles sont diagonali sées simultanément.

En effet, il est toujours possible d'effectuer des diagonalisations partielles de Ba
I'intérieur de chacun des blocs diagonaux correspondant a des sous espaces propres de A.
A resteradiagonal et B le deviendra.

V-5 Ensemble complet d'observables qui commutent (ECOC)

Ladiagondisation smultanée deA et de B peut faire apparaitre des sous espaces
propres de dimension supérieure &1 commun a ces deux opérateurs.

Il est alors possible d'introduire un opérateur C qui commute avec A et avec B.
Vu les théorémes ci-dessus, cet opérateur n'a d'éléments de matrice que dans le sous

espace propre commun aA etaB.
Il est alors possible de diagonaliser C al'intérieur de chaque bloc sans atérer la
diagondisationde A et de B.
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A et diagonale B et diagonale C présente des éléments C peut étre
lesvaleurs lesvaleurspropres [ non nulsdanslessous | diagonalisée bloc par
propres sont sont dégénérées espaces propres bloc sans remettre en
dégénérées communsa A etaB | causeladiagonalisation
deA et deB
alg ) / b |0 \ o
014 0|b, [
a 010 n Of 0 ) C
0|0a0 \ 0blO
0 0|a,/ 0 O|b, c,

Si, aprés cette opération, il n'existe plus de sous espace propre commun aA,B et

C dedimension supérieureal, on dit quel ‘ensemble A, B ,C forme un ensemble complet
d'observables qui commutent.

Si cen'est pasle cas, on cherche un opérateur D qui commute avec A,B e C ec...
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