Sciences Industrielles

Statique des solides
TD N°1 : Centre d’inertie, Aire, Volume

TD N°1: Centred’inertie,
Aire, Volume

Exercicel:
Déterminer la surface et I’aire du cone d axe (O; 2) dont on a représenté la demi-section ci-
dessous :
A Z
R
h
a
0]
Exercice2:
Déterminer la surface et I’aire du tore d' axe (O; 2) dont on a représenté la demi-coupe ci-
dessous :
AZ
R
a

Exercice 3:
Déterminer la position du centre d’inertie du secteur circulaire homogene représenté ci-

dessous. Cette surface représente par exemple la surface de contact entre une plaquette de

frein et son disque sur un systeme de frein a disque de véhicule automobile.
A

En déduirel’ expression
de la position du centre
d’inertie d un demi

disquederayon R et d'un r
demi cerclederayon R a
R
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Exercice4

Déterminer la position du centre de gravité d’ une
demi-sphere homogéne de rayon R

Exercice 5 :(difficile au niveau des calculs)
A

Déterminer la position du centre
de gravité de la surface homogene
ci-contre

Py}
<
vV x

En déduire le volume de la
rotul e ci-contre dont une section

est la surface déterminée au
dessus.
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Sciences Industrielles

Statique des solides

TD N°1 : Centre d’inertie, Aire, Volume

TD N°1: Correction
Centred’inertie

Exercicel: A Z
Déterminons |’ aire du cbne engendrée par la rotation de la

ligne bleu de longueur L =+/R® + h? et de centre d’ inertie
G au milieu du segment bleu.

Le premier théoréme de Guldin nous permet d’ écrire

gue cette surface est égale au produit de lalongueur de
laligne par le périmetre du cercle décrit par le centre
d'inertie G de cette ligne

Onadonc : S, =2prgL

C'est adire puisque rG:%2 : -

Déterminons e volume du cone engendrée par la rotation de la

surface triangulaire rouge d' aire A= %h et de centre d'inertie

Gau % des médianes en partant du sommet : OG = %(ﬁ

L e second théoreme de Guldin nous permet d’ écrire

que ce volume est égale au produit de |’ aire de cette

surface par le périmétre du cercle décrit par le centre
d'inertie G de cette ligne

Onadonc :V,,, =2prsA

0 0
2 2| R R R
OoroG=—-0l =—|-—=|-— b Yo =-— b o =—
3 3| 2 3 3 3

h h

Exercice2:
Déterminons |’ aire du tore engendrée par larotation de la
ligne bleu de longueur L =2p Ret de centre d’inertie

\Z

G au centre du cercle bleu. R

Le premier théoréme de Guldin nous permet d’ écrire

que cette surface est égale au produit de lalongueur de <
laligne par le pé&rimétre du cercle décrit par le centre

d'inertie G de cette ligne
Onadonc :S,.=2pr;L

Cestadirepuisque ry =a : -

Déterminons le volume du tore engendré par larotation de |a surface rouge d’ aire A=pR?
et de centre G au centre de la surface rouge.

L e second théoreme de Guldin nous permet d’ écrire que ce volume est égal au produit de
I’aire de la surface par le périmétre du cercle décrit par le centre d’inertie G de cette surface.
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Onadonc :V,,, = 2pr;A

Cestadirepuisque ry=a : _

Exercice 3

On parcourt la surface circulaire par un point
courant P repérer par ses coordonnées

polaires (u;J ) que’on fait varier de lafagon
suivante :ul [r;Rlet 1 [-a;a].

L’ expression de la position du centre d’inertie

delaplaquecirculajreest' (V\

=R J=
OG——Q Q.. " OPdm p

La plague éant homogene, les masses sont

AZ

proportionnelles aux surfac&s et |I’on peut

donc écrire: OG = —Q Q ~ OPds

Avec ds lasurface élémentaire entourant le Surface démentfice
point courant P, qui puisgu’ elle est e
infinitésimale, estun rectangle de cote, du ‘et angulaired] situéau
de secteur angulaire dJ aurayon u, Cesta rayon u

dire ds=ududl

En projetant larelation _ avec S=p (Rz- rz)sur les axes X et

, On obtient les expressions des coordonnées du centre d’inertie G notés : x; e v, .

cartésiennes du point courant P.

. . . i Xp =ucosJ
Or les coordonnées cartésiennes du point Psont : |
7 V¥p =usind

Cependant, par raison de symétrie de la piéce par rapport al’ axe des abscisses, on voit bien
que le centre d'inertie de la surface est sur I’ axe des abscisses, ¢'est adire que : - ce
que I’on vérifieraplus tard par calcul.

1 u=R J=a
—————0_ 0O u’cosJ dudl
p (Rz _ I‘2) Q:r Q:_
Les deux variables d’intégration étant indépendantes |’ une de I’ autre, I’ intégrale double est
en fait le produit des deux intégrales simples, soit :

Onadonc : x; =

1 é\U:R 2 L\,Ié\‘J =a U 1 éu3 l:l a
= ) U du 2% cosJ dJ ;= a1 [sind
Xs p(R _rZ)QQ:r 0e\YY=-a o p(RZ_rZ)e3H[ ]-a
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_ 1 érR® rdu
XG_p(RZ-rZ)g3 -33 gina - sin(-a )y

_2(R-r®)sina

B 3p(R2-r2)

2(R- r)(R2 +Rr+r2)sina
P (R-r)(R+r)

D'ou:

Veérifions par calcul que y; =0 :
1 =R J=a
Onadonc: y, =—— u”sind dudJ
G p(RZ_ 2) Q:r Q:-a

Les deux variables d'intégration étant indépendantes |’ une de I’ autre, I’ intégrale double est
en fait le produit des deux intégrales simples, soit :

1 euu

S SN -3\ [ e dJU—— cosJ
e p(R?-r?) €  ge0-.. 8 p(Re-r?)E3 4 g [l
Ap3
Ve :p(R—l-r)E% %Q g cosa +cos(-a)p ; d ol le résultat :

0

Appliquons ce résultat a un demi-cercle de rayon R:

Un demi-cercle de rayon R est une plaque circulaire pour laquelle a =% er=R.

Il suffit donc d’ appliquer larelation trouvée précédemment a ces valeurs. On obtient donc :

Appliquons ce résultat & un demi-disgue de rayon R:

Un demi-disgque de rayon R est une plaque circulaire pour laquelle a :% etr=0.

Il suffit donc d’ appliquer la relation trouvée précédemment a ces valeurs. On obtient donc :

Exercice4:
On repere un point courant P de la demi- sphére par ses coordonnées sphériques (u;J ]! ) .

L es coordonnées cartésiennes sont alors égales a :
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Pour que le point courant P parcourt toute la demi-sphére, il faut que les coordonnées

sphériques varient dans les domaines respectifs suivants:

Le volume élémentaire est alors un parallélépipédedecoté: du, udj e usnjdl

Soit le volume éémentaire suivant : _ 7

Longueur du volume
élémentaire: usinj dJ

Longueur du volume
élémentaire: udj

Longueur du volume
élémentaire: du

X

Par raison de symétrie du volume par rapport aux axes choisis, on s apercoit que le centre
d'inertie G de la demi-sphére se situe sur I’ axe (O; )7) . Lescoordonnéesde G sur les axes

(O;x)et (O;2) sont donc nulles, ce que I’ on démontrera par calcul.

L’ expression de la position du centre d’ inertie de la demi-sphere est :
1 =R =p

— j=p ——
oG = V(‘):O Q., Q:o OPdm
L a demi-spheére étant homogene, les masses sont proportionnelles aux volumes et |’ on peut

donc écrire: OG = = AR 2™ 4= Fpqy
) - Vv Q:o Q:o Q:o
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En projetant la relation avec V :ép R*sur les

es (O;%),(0;y) e (0;2), on obtient les expressions des coordonnées du centre d' inertie

,_a

avec X,, Yo & Zz,, lescoordonnées cartésiennes

Gnotés: x;, Y €t Z; .

du point courant P.

En exprimant les coordonnées cartésiennes de P rappel ées précédemment et en remarquant
que les trois variables d'intégration (les trois coordonnées sphériques) sont indépendantes
(c'est adire que lesintégralestriples sont égales au produit des troisintégrales), on

obtient :

_iRS 3duQ cosJ dJQ "s$n?j dj orQ " cosd dJ = [st]
donc
_ 3 W=R 5. J=p i=2 . ..
ZG_ZpR3 Q=OUd”Q=O dJ 0, cosj sinj dj or
2sn(2 )
J=»1 N
Q. Esm(a ) dj —-—gos(a )H =0, donc
yG=2p—3RsQ== 3duQ sinJ dJQ "s$n?j dj
3 Ul o j»ad-cos(Z )06
=——a&— |- cosd ——=d
Yo ZpRgnguo[ ]o 5 gJ
3 &ty bd 1. b 3 R
=——a—( |- cosd | &=-=sin 4,0t Y, = —— , dou :
Yo ZpngZldo[ ]082 2 (2 )Ho Yo PR 4()82

Autre méthode : On peut parcourir tout la demi-sphére en «empilant » des disques de rayon
variable en fonction de y et d' épaisseur €lémentaire dy .
y

xi

— 1 y=R—
oG :V Q. OM dVv
Soit, sur Iaseule coordonnées non nulle /
deG: y, = yMp[ ()] dy ?

v

sz390

Il faut donc déterminer Iafonctlon r(y) avant de pouvoir intégrer.
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L’ équation du cercle contenu dansle plan (O;%; y) est x* + y>= R, or r(y) est la

coordonnées suivant X d'un point décrivant ce cercle. D’ou: r(y) :,/Rz - Y2,
On peut donc reprendre le calcul de la position du centre d’inertie de notre demi-sphére :

“yp gR- y2jdy

Yo :%§ On retrouve donc bien le méme résultat, ¢’ est adire : [y —3—:

Exercice5

On choisi comme éément
d’intégration, un rectangle
situéal’ordonnéey, de
hauteur, dy et de longueur
variableI(y). D

Le centred'inertie P de cet < ]
élément est donc ala e
position : R P

/I

xi

OP = g M?x +yy. e
Avant d mtegrer pour o) y
obtenir la position du dy
centred inertiedela I(y)
surface, il nousreste donc
a déterminer lafonction

().

Remarque : Ce type d'intégration peut bien siir s appliquer a d’ autre surface, pour lesquelles
lafonction I(y) serait différente.

v

Calcul delafonction I(y) :
Lalongueur I(y) est la distance entre la droite verticale d’ équation x =D et le cercle de
centre O et derayon R, d'équation: x* + y* = R?, soit pour la partie qui nous intéresse

x=,/R?- y* . Onadonc larelation suivante : I(y) =+/R?*- y*- D

Calcul dela position du centre d’inertie G de la surface :
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On part de larelation général : OG = ic‘fﬁ dm qui, puisgue le solide est par hypothese

homogéne, peut s écrire : O—G—i(’?y_zhﬁD ds avec ds=I(y) dy.

Calcul de S(surface globale) :

h
y_

D: D> D~
N
MDD (D

h h h
=8 2ds=Q 2 _ Y96 R 2. plgy = SL
S Q=-gds Q=—%I(y)dy Q.hg R-y"- Dz dy

2

On peut donc reprendre le calcul de la position du centre d'inertie G :
Par raison de symétrie, on cherche en fait la seule coordonnée sur I'axe X du centre d’inertie,
puisque celle sur y doit ére nulle :

yyR?- y2+ Rzarcsmg R% Dyﬂ

Oy- 2

1 y=g . )
==A ds. Soit le calcul suivant :
sQ-1%

Déterminons le volume delarotule :
Il suffit d’ appliquer le second théoréme de Guldin :

\/rotule = 2p XGS '

. .4 i D=0
Remargue : On retrouve bien le volume d’une sphére —p R® pour {
3 ih=2R
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