LIMITES DE SUITES

1) Limite infinie d' une suite

Propriété : Tout nombre réel est compris entre deux entiers relatifs consécutifs ; pour tout nombreréel a, il existe deux
entiersrelatifsnetn+ 1telsque: n<a< n+1.

Définition : lasuite (up) tend vers +« si le terme général u,, de la suite peut étre rendu aussi grand quel’ on veut a
condition de choaisir n suffisamment grand.

Remarques :
@ Onécrit limu, =+¥ .

n® +¥

@ Lasuite (up) tend vers—oo lorsque I(;rg(- u,) =+¥.

Conséquence : Les suites de termes généraux 4/, n, n?, n® tendent vers +¥ ;

limJn=+¥:  limn=+¥ lim A=+¥; lim f =+¥ .
n® +¥ n® +¥ n® +¥ n® +¥

[1) Convergence d' une suite

Définition : Soit (u,) une suite de nombresréelsotne N.

Lasuite (u,) converge vers { lorsque tout intervalle ouvert contenant { contient tous les termes de la suite & partir d’un

certainrang ng . On écrit limu, =¢.
n® +¥

Remargue : On utilise souvent des intervalles symétriques autour de {.

Conséquences :

@ Soit lasuite (u,) determegéneral u, =—. Tout intervalle]—p ; B[ centré sur O contient tous les termes de lasuite (uy)
n

apartir du rang ng entier suivant le réel % : en effet , si n>ng, alorsn> % et donc i<b,c’e'_~7t-f31-direun el-B;BIl -

n
aors Iiml:O.
n®+¥ n
. C . 111 1 1 1
@ Lessuites determes généraux —=,—, — tendentversO; lim—=0, lim— =0, lim—=0.
\/ﬁ n n n®+¥\/ﬁ n®+¥ n®+¥

Propriété : Si une suite (u,) converge vers/{ alors cette suite aune seule limite, £.

Théorémes des gendarmes : Si trois suites (up,), (Vn) €t (wy,) sont telles que :

@ pour tout entier n supérieur aun certainrang, v < Up < W, ET @ I('!)m v, = I('!jm w, =/,
n® +¥ n® +¥

Alors limu, =¢.
n® +¥

Remargue : L e théoréme des gendarmes démontré a partir de la définition de convergence d' une suite permet entre
autres de montrer la convergence de suites alternées autour de leur limite.
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Exemples :

@ Soit lasuite (u,) determe général u, G .Ona: pour toutn>0, - —£( o) £ et Iim-l: IimE:O,donc
n n n n e+ n ne®+¥ N

lim—=— ¢ D
n® +¥
_cosn 1_.cosn_ .1 1 1
@ Soit lasuite (u,) determe général u, =—— . Ona: pourtoutn>0, - —£——£— et lim- == 1lim==0, donc
n n n n M+ n e
||m@_0
n® +¥ n

111) Opérations sur |les suites convergentes

Théoréme : Soit (uy) et (v,) deux suites convergeant respectivement vers?{ et {’.
- Lasuite (un +vy,), somme des suites (uy,) et (v,), converge versl + (.
- Lasuite (Auy), produit de la suite (uy,) par le réel A, converge versAl.
- Lasuite (uy x Vy,), produit des suites (up) et (vy), convergevers{ x 0.

- Si tous termes de (v,) ne sont pas nuls ainsi que salimite £, alorslasuite g&j— , quotient des deux suites (up,) et (vy),
eV g

¢
converge vers —.
g I

Exemple : Soit la suite de terme général u,, :n—+1.0na: ntt_n,i-1.1,1.1 . Comme Ilmi—o alors
2n 2n 2n 2 n 2 2 n ne+¥
I|m1 l—0 et I|m1 i—lzi
e+ 2 n e 2 2 n 2
Conclusion : I|mn—1:£.
¥ 2n 2

[V) Limites et suites géometriques
Théoréme : Soit un nombre réel g non nul.
- Sig>1,aors r!érﬂg q'=+¥ .
- Si0<qg<1,adors lim q =0.
- Si-1<qg<0,alors I(ijrrlq” =0.

Propriété : Soit (un) la suite géométrique deraison g.
-Si0<qg<lousi—-1l<qg<O0aorslasuite(u,) convergeversO.
- Sig>1, lasuite (u,) diverge versl’infini.
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